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Il Prof. Antonio Melis, nato a Bitti (Prov. di Nuoro) il
28 Marzo 1929, si € laureato giovanissimo, poco pili
che ventiduenne, presso I'Universita di Cagliari il 29
febbraio 1952 discutendo la tesi: “Sulla soluzione del
problema biarmonico esterno mediante rappresen-
tazione conforme sul cerchio, ed applicazione al
problema della piastra elastica con foro ellittico”,
essendo relatore il Prof. Giuseppe Aymerich. Per il
Prof. Aymerich, suo Maestro, ha sempre nutrito e
manifestato in ogni occasione un'ammirazione
sconfinata.

Dopo aver insegnato per tre anni nelle Scuole
Medie, nel 1954, all'eta di 25 anni, & stato nominato
Assistente Incaricato alla Cattedra di Meccanica
Razionale presso I'Universita di Cagliari. Nellanno
1956 ha conseguito I'Abilitazione all'insegnamento
della Matematica e della Fisica nei licei statali ed ha
vinto il concorso a cattedre per Iinsegnamento della
Matematica nella Scuola Media. Ha rinunciato al
posto di ruolo assegnatoli nelle Scuole Medie in
quanto, sempre nel 1956, ha vinto il concorso per il
posto di Assistente Ordinario di Meccanica
Razionale presso I'lstituto Matematico dell'Universi-
ta di Cagliari.

La Facolta di Scienze dell'Universita di Cagliari, a
partire dall’Anno Accademico 1957-58, gli ha affidato
diversi incarichi di insegnamento, fra i qualiil corso di
“Esercitazioni di Matematica Il, per Chimici", nel
triennio 1957-60 e quello di “Calcoli Numericie
Grafici", nel triennio 1960-63.

Nell'anno 1967 ha conseguito IAbilitazione alla
Libera Docenza in Meccanica Razionale.

Infine, a partire dall’/Anno Accademico 1960-61, ha
avuto l'incarico dellinsegnamento della “Meccanica
Razionale con elementi di Statica Grafica” presso la
Facolta d'Ingegneria dell'Universita di Cagliari,
incarico che gli € stato via via confermato, tutti gli
anni, fino al passaggio nel ruolo dei Professori
Associati.

Dal 1975, prosegue l'insegnamento d Fisica
Matematica per il Corso di Laurea in Matematica e
insegna Meccanica Razionale presso la Facolta di
Ingegneria dell’'Universita di Cagliari fino al 1999.

Per la sua attivita di ricerca nel campo della
Meccanica e della Fisica Matematica gli sono stati
conferiti ripetutamente dalla Facolta d'Ingegneria
numerosi premi di operosita scientifica. Infine, non &
trascurabile, un altro efficace apporto del Prof. Melis
all'attivita della Facolta di Scienze costituito
dall'opera che egli ha esplicato per diversi anni, fin
dal 1961, in qualita di Segretario del Seminario
Scientifico: in tale veste egli ha curato sia la
Biblioteca del Seminario e gli scambi delle
pubblicazioni, sia la Redazione dei Rendiconti del
Seminario stesso.
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Premessa

Siamo estremamente lieti che il Dipartimento di Matematica e In-
formatica della Facolta di Scienze dell’Universita di Cagliari ci abbia
affidato la redazione di questo volumetto che raccoglie le pubblica-
zioni' del Prof. Antonio Melis, decano del Dipartimento, in occasione
del suo 93-esimo compleanno. La pubblicazione di questa raccolta di
lavori che coprono il periodo dal 1955 al 1999 si inserisce nella linea di
altre pubblicazioni dell’Ateneo che UnicaPress ha promosso per i 400
anni dalla fondazione dell’Universita degli Studi di Cagliari.

La ricerca nel settore della Fisica Matematica e I'insegnamento pres-
so la Facolta di Scienze FEMM.NN. e di Ingegneria sono i luoghi dove
la passione del Professor Melis per la matematica e per I'insegnamen-
to hanno preso vita. Egli con immutata passione ha raccontato i suoi
esordi e la sua vita nell’allora Istituto di Matematica e nell’Istituto di
Matematica per Ingegneri, nel suo intervento il 19 Marzo 2021 in occa-
sione dell’evento organizzato dalla Facolta di Scienze nell’ambito delle
celebrazioni per i 400 anni dell’Universita di Cagliari.

La sua narrazione?® ci trasporta in un recente passato che pur im-
mensamente differente dall’oggi ci restituisce gli aspetti piti profonda-
mente immutabili del rapporto umano e scientifico del docente e del
maestro con i colleghi e con gli allievi.

Cagliari, Novembre 2022

Francesco Borghero, Francesco Demontis e Maria Polo

! Si ringraziano le case editrici e i loro direttori che hanno concesso la ristampa dei lavori.
211 video dell'intervento https:/ /www.youtube.com/watch?v=dCNahXB_LaA
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Biografia di Antonio Melis

11 Prof. Antonio Melis, nato a Bitti (Prov. di Nuoro) il 28 Marzo 1929,
si & laureato giovanissimo, poco pitlt che ventiduenne, presso I'Univer-
sita di Cagliari il 29 febbraio 1952 discutendo la tesi: “Sulla soluzione
del problema biarmonico esterno mediante rappresentazione confor-
me sul cerchio, ed applicazione al problema della piastra elastica con
foro ellittico”, essendo relatore il Prof. Giuseppe Aymerich. Per il Prof.
Aymerich, suo Maestro, ha sempre nutrito e manifestato in ogni occa-
sione un’ammirazione sconfinata.

Dopo aver insegnato per tre anni nelle Scuole Medie, nel 1954,
all’eta di 25 anni, e stato nominato Assistente Incaricato alla Cattedra
di Meccanica Razionale presso I'Universita di Cagliari. Nell’anno 1956
ha conseguito I’ Abilitazione all'insegnamento della Matematica e della
Fisica nei licei statali ed ha vinto il concorso a cattedre per I'insegna-
mento della Matematica nella Scuola Media. Ha rinunciato al posto di
ruolo assegnatoli nelle Scuole Medie in quanto, sempre nel 1956, ha
vinto il concorso per il posto di Assistente Ordinario di Meccanica Ra-
zionale presso 'Istituto Matematico dell’Universita di Cagliari.

La Facolta di Scienze dell’Universita di Cagliari, a partire dall’Anno
Accademico 1957-58, gli ha affidato diversi incarichi di insegnamento,
fra i quali il corso di “Esercitazioni di Matematica II, per Chimici”, nel
triennio 1957-60 e quello di “Calcoli Numerici e Grafici”, nel triennio
1960-63.

Nell’anno 1967 ha conseguito I’ Abilitazione alla Libera Docenza in
Meccanica Razionale.

Infine, a partire dall’Anno Accademico 1960-61, ha avuto l'incarico
dell’insegnamento della “Meccanica Razionale con elementi di Statica
Grafica” presso la Facolta d'Ingegneria dell’Universita di Cagliari, in-
carico che gli & stato via via confermato, tutti gli anni, fino al passaggio
nel ruolo dei Professori Associati.
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Dal 1975, prosegue I'insegnamento di Fisica Matematica per il Cor-
so di Laurea in Matematica e insegna Meccanica Razionale di presso la
Facolta di Ingegneria dell’Universita di Cagliari fino al 1999.

Per la sua attivita di ricerca nel campo della Meccanica e della Fisica
Matematica gli sono stati conferiti ripetutamente dalla Facolta d’Inge-
gneria numerosi premi di operosita scientifica. Infine, non e trascura-
bile, un altro efficace apporto del Prof. Melis all’attivita della Facolta di
Scienze costituito dall’opera che egli ha esplicato per diversi anni, fin
dal 1961, in qualita di Segretario del Seminario Scientifico: in tale veste
egli ha curato sia la Biblioteca del Seminario e gli scambi delle pubbli-
cazioni, sia la Redazione dei Rendiconti del Seminario stesso.

Nota di Francesco Borghero

Conobbi il Prof. Antonio Melis, per la prima volta, nel Marzo del
1984 quando, vincitore di un concorso per Ricercatore di Fisica Mate-
matica fui chiamato dalla Facolta di Scienze a ricoprire quel posto. Io
non ho avuto la fortuna, come studente universitario, di essere stato
suo allievo perché provenivo dall’Universita di Roma dove conseguii
la laurea in Matematica.

Mi colpirono subito le sue qualita umane, nobilta d’animo, fertilita
di intelligenza, sensibilita e grande amore per il prossimo, qualita so-
stenute da una fede profonda che si concretizzava in una esemplare
coesione familiare, basata su saldissimi legami affettivi. Io ero un po’
spaesato e disorientato ai primi contatti che ebbi con i colleghi dell’l-
stituto Matematico, ma lui ed anche il compianto Prof. Benedetto Pi-
ras, se ne resero conto e subito mi aiutarono ad inserirmi nel nuovo
ambiente. Benedetto e Tonio, come poi iniziai a chiamarli, sono i primi
colleghi con cui ho condiviso anni di collaborazione. Tonio, in partico-
lare mi avvio alla ricerca e volle che firmassimo assieme il mio primo
lavoro scientifico su di un problema sul quale lui e Benedetto stavano
lavorando da qualche anno: il cosiddetto Problema di Szebehely — che
¢ sostanzialmente il Problema Inverso della Dinamica - sul quale io poi
continuai a lavorare sotto la sua guida. Nonostante lui tenesse il corso
di Meccanica Razionale alla Facolta di Ingegneria, con sede in Piazza
d’armi, e nonostante gli impegni familiari, avendo 5 figli da accudire,
con grande sacrificio, quasi tutti i pomeriggi, veniva al Palazzo delle



Scienze per lavorare con me nel suo studio. Da quegli incontri imparai
non solo che cosa significasse fare ricerca, ma appresi da Tonio mol-
tissime questioni riguardanti la didattica della Meccanica Razionale,
soprattutto come si affronta la risoluzione dei problemi in cui lui era
un vero Maestro.

Assieme alla amatissima consorte Maria Rosa, hanno sempre avuto
per i figli, un” immensa attenzione e sono sempre stati e tuttora sono,
anche per i numerosissimi nipoti, nello stesso tempo modello e guida
discreta. Ora i figli sono quasi tutti impegnati in attivita scientifiche,
infatti Enrico, Maria Cristina e Francesco hanno conseguito la laurea
in ingegneria, Federico la laurea in Fisica e Maria Teresa la laurea in
Geologia.

D’indole riservata, spesso brillante ma anche disposto allo scherzo,
il Prof. Melis € sempre stato cordiale con tutti e capace di stabilire rap-
porti di confidenza e fiducia.

Questo e per me Tonio Melis; con grande amicizia ed affetto gli au-
guro di cuore di festeggiare ancora in salute, assieme alla gentilissima
Maria Rosa, tanti tanti sereni compleanni.

L’allievo e amico Francesco Borghero
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Meccanica razionale

ANTONIO MELIS

Un esempio di sistema anolonomo non lineare:

Il pattino guidato®*

) /
SUNTO — Si studia un sistema dinamico a vincoli anolonomi non
lineari costituente una generalizzazione del pattino consueto, e denomsi-
nato pattino a ecorpo guidato.

I — Posizione del problema.

E ben noto (%) che un pattino generico (con baricentro e
coltello generalmente distinti) costituisce un sistema meccanico
a tre gradi di liberta soggetto ad un vincolo anolonomo lineare
del primo ordine. Assunto infatti, nel piano del moto, un si-
stema di assi cartesiani ortogonali di riferimento ed indicate
con «,y le coordinate del punto di contatto e econ ¥ l’angolo
che la direzione della velocita del pattino forma con la dire-

zione dell’asse «, il vincolo cui esso & soggetto si traduce nella
relazione non integrabile:

@)cos{}—zisen{)=0,

dove il punto sovvrapposto indica la derivazione rispetto al
tempo.

Dicendo cenfrato un pattino allorché il suo baricentro
coincide -col punto d’appoggio, un pattino gemerico = pud ov-
viamente considerarsi come caso particolare di un sistema —
pattino a corpo smodato — costituito di un pattino centrato
w, e di un’asta, poggiante senza attrito sul piano del moto, in-
cernierata sul centro di n, e formante con esso un angolo ¢

* Nota presentata alla redazione il 24-6-55.
(Y) G. HaMEL: «Theoretische Mechanick» - Berlin 1949.

L'opera di Antonio Melis - Ristampa anastatica della produzione 1955-1999 [19]



variabile nel tempo con legge assegnata, allorché si supponga
¢ costantemente uguale a zero.

Ad una ulteriore generalizzazione si perviene considerando
un sistema, che designeremo come pattino a corpo guidato
(slitta) consistente in un pattino centrato ed in una asta incer-
nierata sul centro del pattino, formante con esso un angolo ¢
funzione assegnata del tempo ed impedita in ogni suo sban-
damento da un tagliente a tenuta di strada. '

Nel presente scritto studieremo dapprima il pattino a cor-
po snodato (§ 2) impostandone le equazioni generali e soffer-
mandoci su qualche caso particolare. Nel § 3 considereremo
similmente il pilt generale pattino a corpo giidato.

2 — Il pattino a corpo snodato.

Immaginiamo dunque che nel baricentro 4 del pattino
centrato i, sia imperniata, me-
diante cernierapriva di attrito Y
ad asse verticale, un’asta rigi-
da 4 B la cui direzione orien-
tata da 4 verso B formi con
I’asse delle & un certo angolo
a,onde & ¢ — o+ U =2 Si
ha allora un sistema a quattro
gradi di liberta.:

\

Ricordiamo (%) che per un /
sistema ad » gradi di liberta | /B /L\B
le cui coordinate lagrangiane o /da /’ T

Q5 92, - . . @n siano soggetie a

vincoli anolonomi del tipo: Fig. 1
‘o it r=1,2...1
(g, ¢, g%, ... q", t)=0 , 2, ..
@ a 79 h=1,2,...m

le equazioni lagrangiane parametriche del moto assumono la
forma:

!
@) < a.:f 2 Y; = Qk+2xr——~6(£§
dt dq dq S P

(®) L. CasToLDI: «Sopra una definizione di spostamento virtuale valida

© per vincoli di natura qualunque>. Rend. Ist. Lombardo di Sc. e Lett. Vol.

LXXIX, fasc. I - ed anche: «Fquazioni lagrangiane per i sistemi a wvin-
coli anolonomi non lineari nelle velocitd». Idem, Vol. LXXX, fase. I

[20] Meccanica dei fluidi e fisica matematica tra ricerca e insegnamento



3

dove T & lenergia cinetica del sistema, le @, sono le compo-
nenti lagrangiane delle forze attive ed i parametri A, sono dei
moltiplicatori a priori arbitrari; e proponiamoci di scrivere
" dette equazioni per il pattino a corpo snodato.
Denotando con J, e J, i momenti d’inerzia, rispettivamente
di =, e dell’asta, relativi all’asse della cerniera, ’energia cine-
tica del sistema &:

(2j féz‘+y2)+1(Jiéz—i-]2&2)—sm2&(9ésena—ycosa)

2
dove m =m, + m, & la massa totale del sistema, somma delle
masse m, del pattino ed m, dell’asta, ed s & la distanza del bari-
centro G dell’asta dalla cerniera 4. Si notera, che, conforme-
mente alla teoria generale dei sistemi anolonomi, ’espressione (2)
dell’energia cinetica & quella che compete al sistema, senza tener
conto della presenza di tali vincoli. Di questa osservazione
occorrerd tener conto in tutto il seguito del presente lavoro.
Poiché l'unico vincolo cui & soggetto il sistema si traduce
ancora nella relazione non integrabile:

(3) ycosﬂ—aésen{)=0

le equazioni (1) del moto sono:

a(mo'c*smz(’xsena)=X—ksen\‘}

d . .

d—t(my+smgacosa)= Y + Acosd
S

Jiﬁz.]l[.ﬁ

%[sz—smz(a;sena*’ycosa)]+3ﬂ&2d(a£cosa+ysenoc)=Ma

dove con X, YV, My, M, si sono denotate le componenti lan-
grangiane delle forze attive. '
Le equazioni (4), insieme con la relazione (3) esprimente
il vincolo, determinano analiticamente il problema.
Eliminando X tra la prima e la seconda delle (4) ed indi-
cando con- ; la componente delle forze attive secondo la di-

L'opera di Antonio Melis - Ristampa anastatica della produzione 1955-1999 [21]



rezione del pattino, le equazioni (4) assumono la forma:

/

m(éﬁcosﬂ-{-y’senﬁ‘) - smz[&zcos(a -9+ Ezsen(a —N]=F
(5) ¢ o, 9 =My
Jé&—-smz(ésena — 1y cos )= M,

alle quali si deve sempre associare la (3).

- Introduciamo ora la velocita v di 4 — automaticamente
diretta secondo s, — ponendo:

r=wvcos; y=vsen?
da cui
x=wvcosd—viseni; y=vsend+ vidcosd.

Naturalmente, con cid la relazione vincolare (3) & identi-
camente soddisfatta, mentre le (5) diventano:

m?}—smz[&zcos(a—8)+'&sen(ﬂ;ﬁ)]=Fr
) . Jié’:?M{}
'JZ&“smz[i)sen(a—ﬁ)—vf}cos(a—ﬁ)]=Mu.

E facile verificare che dalle (6), come si & accennato nel
§ 1, si possono dedurre le equazioni che regolano il moto di
un pattino gemerico. Ponendo infatti:

=0 ossia d=a+2x, m;=0, J,=0,
e quindi -
Jy=4d, my=m,

le equazioni di LAGRANGE precedentemente scritte risultano:

g mz')'wsm{%:F.c
(") . .
2 Jb+smod=M,.

Supponendo poi le forze attive tutte nulle, quéste ultime

[22] Meccanica dei fluidi e fisica matematica tra ricerca e insegnamento



relazioni diventano:

, mv—smd=0
(") . .
JY+tsmvd=0,

in accordo con le formule contenute nel testo citato dell’ HAMEL,

Esaminiamo ora il caso particolare in cui, al vincolo ano-
lonomo gia indicato, sia sovrapposta l’ipotesi pili restrittiva
che sia sempre:

9=0 e quindi $=0.

Se supponiamo J, <<.J, ed my, <<m; e che I'unica forza
applicata sia quella motrice F,, che riterremo costante per
semplicita, dalle (6) si ricava:

muv~F, ossia v~ cost

(8) . ,
a—wsena=0.

2

8 My v

Se poniamo = K ~ cost otteniamo infine:

2
a—Kseno=0.

Durante il moto si presentano quindi tre eventualita:

I) »>0, ossia K>0. La velocita & crescente ed o varia con
legge oscillatoria attorno al valore o ==,

II) b<0, ciod K <0. La velocita diminuisce ed « corrisponde-
temente varia con legge oscillatoria attorno al valore a = 0.

I1T1) v=K=0. La velocita ® costante ed « varia linearmente

col tempo, in particolare & costante.

3 — Il pattino a corpo guidato.

. Mostriamo come la considerazione accennata all’inizio di
un pattino a corpo guidato porti a un sistema meccanico sog-
getto ad un vincolo anolonomo del primo ordine non lineare.

Se supponiamo infatti che anche lasta trainata non possa
slittare normalmente alla sua direzione per effetto di un col-
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tello a tenuta di strada ad essa applicato, & chiaro che non
varranno pilt le considerazioni fatte finora, in quanto adesso
sussiste, come si vedra, un legame fra la velocitad del punto 4
e Pangolo a. Il pattino centrato fungera da guida e I'asta sara
da esso trainata. Si potranno avere variazioni dell’angolo «
soltanto quando v sia diversa da zero.

Infatti, detto P il punto di contatto del traino col piano
del moto, usando le notazioni fin qui adofttate e ponendo
| P— A|=1, per il teorema di CHASLES sui moti rigidi piani si
deve avere:

| = _ Lo
. Ve pe- N | L
) | Va?+y 5o =]
od anche
(10) (@ + 4?) sem? (o — 9) — 2 &2 =0,

La (10) & una relazione non integrabile che lega 50, (5/, ed a:
rappresenta quindi un wvincolo anolonomo del primo ordine
non lineare. Naturalmente bisogna tener conto, oltre che della
(9), anche della relazione (3) traducente il vincolo imposto al
pattino guida.

Ricordando ’espressione (2) dell’energia cinetica noncha
le equazioni (1) e le relazioni (3) e (10), le equazioni parame-
triche del moto diventano: '

% (ma—sm?asenu)=X — 1, sen & + A 2 sen? (o — )

(11) dit(?)zé/—!—smzdcos&):Y—}-chos{}-f—ng}seng(a—f})
J, 4= M,

Sy — 8 my (xsena—ycosa)= M, — A, ?a,

le quali, insieme con le (3) e (9), determinano analiticamente
il problema.

Ponendo ora:

x=1vcos, y=vsent,
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ed eliminando A, si ha:

» mov—s mz[&zcbs(a —9)+ asen (o — B)]=Fe +2,vsen? (a—H)

2 { g, §=m, | -
Ty o — §my (0 sen (o« — 9) — v cos (a — ] = M, — 1, a

dove F.=Xcosd+ Ysend.

Mentre, come & naturale, la (3) & identicamente soddisfatta,
Pequazione (9) diventa:
(18) v |sen(w— 9| —l|a|=0.

Possiamo ora, nelle (12), eliminare A,, moltiplicando la pri-
‘ma di tali equazioni per w», la seconda per a e sommando
membro a membro. Otteniamo cosi:
m2}?}+J2&&—(&—5)sm2v&cos(a —4) -
—(v&+bd)smgsen(cz—f}) =0 F, +£1Mu,
la quale si pud scrivere anche:
d 1 1 . . N ) .
5 mvH—EJza?—smzvasen(u~-1)) =vF.+al,.

dt

In definitiva le equazioni del moto del sistema meccanico
“in esame assumono la forma:

@ —1—mv2+lJ2&2—8m2v&86n(a—ﬂ‘) =0 F.+a M,
dit|2 2 ,
(14 .
( ) J1ﬁ=M{)
v]sen(a—ﬁ)|—l|d|:0.
Se le forze attive sono tutte nulle si ricava:
1 S :
—mv2+EJzaz—smzvasen(a—‘n‘})=cost
-(15)

{‘} = cost

v|sen(a—~{})|—l|dl=0.
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La prima relazione traduce evidentemente l'integrale del-
Penergia (qui tutta cinetica). Nel primo membro non compare

il termine %Ji 1‘}2, concepibile peraltro conglobato, come co-
stante, nella costante a secondo membro.

Esaminiamo ora, in queste ipotesi, i due casi particolari
seguenti:
T) Sia

p=axn ossia *=n+qa, m, =0, J =0
¢ quindi
My =M, Jy =,

Le equazioni (15) del moto diventano;

%m'vz+lJ&2=E=cost

a=34=0
ossia
M
o= cost.

Si ottiene dunque un pattino con due punti d’appoggio
allineati, il quale ovviamente si muove di moto rettilineo
uniforme nella direzione o = ¢ost.

II) Supponiamo introdotto 'ulteriore vincolo olonomo:
$=0

traducente la circostanza fisica che il pattino di guida sia ob-
bligato a percorrere una traiettoria rettilinea.

Dalle (15) si ottiene:

‘ lmv2+1(1'20'12—3mZu‘Lsenm=E'
(16) ?

v]sena|—1|a|=0,

dove E & ora l'esatta energia cinetica totale del sistema.
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Al fine di dare alle (16) una forma pill espressiva, in vista
delle considerazioni che faremo in seguito, ¢i conviene intro-
durre I’angolo ¢ che la direzione della guida forma con quella

N

del traino. Notando cha &:

o =2x+ a,
le (16) diventano:

1 . .
—mvz-i-%chp?*smzv(psencp':E

(17)
v]sen | —1|p|=0.

Osserviamo subito che nella seconda delle (17) si pud pre-
scindere dai valori assoluti. Facciamo vedere infatti che 'unica
possibilita che si presenta per i segni di ¢ e di sem¢ & che
sia sempre:

c'psen(p>0.

Supposto invero dapprima che in un istante #, assunto
come iniziale, sia 0 < @ <x, in un successivo intervallo di tempo
infinitesimo d? il punto P di contatto del pattino guidato si
portera, spostandosi nella
direzione del pattino stesso, Y #
in una posizione P’ infini-
tamente vicina a P, mentre
il punto 4, muovendosi nel-
la direzione dell’asse =z, si
portera nella posizione 4’
infinitamente vicina ad 4.
Dall’esame del triangolo P’
A 4’ [fig. 2] e da note re-
lazioni tra angoli si vede

subito che I'angolo interno 0

in A — determieazione ini- . Fig. 2

ziale di ¢ — & minore del-

Pangolo esterno in A’ — determinazione finale di ¢ —.

I’incremento d¢ subito dall’angolo ¢ nell'intervallo df &
dunque certamente maggiore di Zero. I segni di ¢ e di sen ¢
sono pertanto entrambi positivi. Analogamente si verifica che
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partendo. da un valore di ¢ compreso fra = e 2 x, I'incremento
subito da tale angolo, in uno spostamento infinitesimo di
tutto il sistema, & minore di zero; nel qual caso ¢ e sem ¢ ri-
sultano entrambi negativi. .

Omesso ormai il segno di modulo, scrivendo:

vsencp—lcb=0,

possiamo di qui ricavare l’espressione di » e sostituirla nella
prima delle (17). Otteniamo cosi:

, 2 2 . .
v=—l—cp~, lm—lcp—;;.ljch?-—s7n2lcp2=E
sen ¢ 2  senfoyp 2

da cui:

. ) 2
(18) o= 2 E sen® ¢ -

, m+(J,—2s5myl)sen? ¢

Ponendo
' 2 I sen?
(o) = f
mi?+ (J, — 2 smy ) sen® ¢

si ha:
(19) o=+ F(p)

dove il segno va sempre preso in modo che sia ¢ sen ¢ >0. In
altri termini va preso in (19) il segno + se & 0 <¢ <um,il segno
—se e n<gp<2x. Volendo studiare 'andamento della funzione
f(p) per —n =¢ ==, giova anzitutto osservare che il suo deno-
minatore & sempre positivo (*) e finito. Essa quindi si annulla
soltanto per sen ¢ =0, ossia per ¢ =0 e ¢ ==*=x.

(*) Basta a tale scopo dimostrare che il discriminante A del]’equazione'
in ¢
F(ly=mP—2smysen@l+tJysen®*o=0

& sempre minore di zero. Si ha infatti, denotando con ¢ il raggio d’iner-
zia del traino attorno ad A:

A=sen’ (82 my?sen? e — mdy) < (s2mE—md,) = m (s2m—my02) <m?(s2—02) <0,

Pultima disuguaglianza risultando da note proprietd meccaniche elementari.
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Poiche:
(7 (@)]e-0=0, (7 (@)e-12=0
" 4 F b _4F
@l = s @lesa=

le due determinazioni ¢ =0 e ¢ ==xa sono radici doppie per

f ) =0.

Possiamo concludere
che se inizialmente & ¢ =10
o ¢ ==, il valore di ¢ si
mantiene tale durante tutto
il moto. Nel caso che ini-

Lo
pattino trainato tende in-
vece ad allinearsi con la
guida, assumendo valori di
¢ convergenti a = x. Si pud
infine notare che, in corri-

zialmente sia ¢ 7

spondenza dei valori ¢ = 323

0 p= ?’0_“, la funzione 7 (p)

&

= ¢? presenta un massimo.
Tutte le circostanze ora

a)

- ~—a
.....

o h b)

P=T

Fig. 3b

esposte appaiono chiaramente dall’esame dei grafici fig. 3: in
fig. 3a & stata rappresentata la traiettoria del punto P di con-
tatto del pattino trainato; in fig. 3 b & stato rappresentato il
corrispondente andamento di ¢* in funzione di ¢.
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Estratto dal volume XXVIII (1558)

1oy,

det « Rendiconti della Necoltd di Scienze dell’niversita di Cagliari»

X

St una eiasse di moti piani non stazionari & fluidi

comprimibili con lince di flusso permanenti.

Nota (¥) di ANTONIO MILIS

SunTo: 8t studiuno, col metodo delle perburbazioni, wioti aon staziongri poco wcee-
levats con linee di jlusso invarianli al trascorrere del tempo ¢ si esininano al-

el east particolari,

1. - Recentemente ¢ stato studiato') i1 moto plano ivrotaziouale
non stazionario di un gas perfetto che, in condizioni iseatropiche, muan-
tiene invavianti le linee di flusse al frascorreve del fempo.

Tn tale campo viene vappresentato da un potenwziale di velocita
del tipo:

Dz, y; )= flth(=, v)

dove i1 fattore temporale f(¢#) ha la forma:

con « costante arbitraria.
1 potenzinle «rvidotto» di velocitd o, y) deve soddisfure la equa
zione indefinita:
1 a2 2y, Tpr e 2 ? —
(1) (6* ~~ 92 ) Paw = 292 Py Pay + (¢ — 9, ) 9py =

= 21(({):,,2 + ;oyz —+ ap — o)

(*) Tervenuia alla Redazione il 27-0-568.
(1) G, Avvwmnien: Mot mon permanenti dio un gus perfetto con linee dio cos
rente invarianti, Rend. Sem. Fac. di Seienze Un., Cagliari, taxe. 1-2, voi. NXXVII, 1057
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2 ARNTONTO METIS

in o ocut ¢, veweita ¢ riaottay  del swono nel mezvo considerato, dove
pensarsi funzione di ¢, ¢, e ¢, Si ha:

Ponendo uellu (1) =10 si ottiene la ben nota equazione relativa

«l moto stazionario

®) Pol6” = 9o} — 295 Py Pay + (0° — 9, 7Pyy =0
dove

. v =1 ..
(‘1) ‘,2 - ~( O_N (l‘as o 1&2) .

2. - Deata la ditficolta che nresenta lo studio delin cquazione (1),
PG avere un certo interesse esaminare le sve soluzioni pmssimv'n quelle
delle (5, 11 che significa studiare i moti del tipo indicato otfenuii
perturbando di poce una corrente stazionavia.

Dora in avantl intendereino dungue a come infinitesimo, trascura-
bili 1 tfermini d'ordine superiore, e scrivererao:

@ == @9y - ad

,—\
o
e

Sdove o, rappresenta una generica solusione della (3) e ¢ indica il poten-
siale ridotto della perturbazione.

Sostituendo unella equazione (1) alla funzione g¢(2, y) lu sua espres-
sione approssimata (8) e trascurando i termini d’ordine superiore al
primo, si ottiene .

(6% = G0u)Prse + A% = Do Wi — 29905 Powar Yoo -
+ (¢ — 92, )P0y y + a(6® — oy Wy — 2ePoy Popy $y +

9. o >3 VP [ —
- “‘PO.::, ‘ Cy r“lr-‘c::'y n ;J(ZCP_{\“: (‘PO(Z'}/ ‘1').,/ 504({70/ “‘POQ‘,}/ kr).z:
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SU UNA CLASSE DI MOUT PIAN! NON STAZIONARL DI FLUID1, ECC. 3

e quindi, traseurando anche qui tutti 1 termini infinitesimi d’ovdine

superiore al primo, s1 pud scriverve:
¢ = ¢o" — a(y — 1)(@0 + Pox i + Doy Py).

Tenendo conto della (3), della (4) e sostituendo lespressione di ¢?
nella (1) si vicava:

(eo® — Pow Waw + (co® — r?f)yz)'!Jz/y — 2%z Poy (!)xy =
(v + Doow Pona -+ (Y = )7y Poyy T 290y Pozy]¥a +
+ [ty + 1)CP0U Poyy T (¥ — 1Py Poza + 200a Pozplby 4

A+ O — Do Qomr + Poyy) - 2(Poz” (Pm/z — o).

(6)

Questa che ho seritto ¢ dunque Pequazione indefinita che deve
essere soddisfatta dal potenziale «vidotto » della perturbazione. Issg
¢ di tipo ellittico, parabolico od iperbolico a seconda che il « noto hase »
sia snubsonico, sonico o supersonico. )

Ottennta la §(x, y), il potenziale di velocita O(z, y: ) del campo si

. _— - . 1 . .
ottiene moltiplicando la (5) per il fattore temporale 1= 198850 si.
: «

pud scrivere evidentemente nella forma:

(5 O,y )= g+ e+ “j“‘ii';g(% + ad)

.
|

la quale ¢ suscettibile della seguente interpretazione. Si pud pensare
che all’istante iniziale, ossia per. =10, il potenziale i veleeita sia
ottenuto perturbando di poco quello di una corrente stazionaria. Natu-
ralmente, al trascorrere del tempo, ci si discosta da questa in maniera
tale, perd, che mel campo del moto le linee di flusso permangono fisse.

Conviene unche osservare, sebbene la cosa sia pressoché ovvia, che

se o > 0 Papprossimazione introdotta cessa di esser valida quando ci si
avvicina all’istante #= - mentre resta valida per qualsias® valore di ¢
[e4
positivo se o < 0.
3. - Studiamo il caso particolare di una corrente piana otfennta

perfurbando, all’istante iniziale, una covrente stazionaria uniforme con
velocitd V, parallela, ad esempio, alla direzione dellasse a.
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4 ANTONTO MELTS
Sioavra allora:
—_ Y7 — e
cpa(x) =1 ox Pox = Vo Poy — 0
Pomae = Poyy — G.

Indichiamo poi con V¥ la velocita limite relativa a tele corrente.
Per il potenziale « vidotto » della perturbazione non stazionaria otterremo
Ia equazione:

(G') (Co2 - Voz}"pmx + OOZLP:/U = ;)(Vag - ak)

7ok
in cui «, = —“2— .
Osservafo che in an tale campo la velocitd del suono ¢, ¢ costante,
tale risulta anche i1 numevo di Macit z’![o:—z/—“ ; la equazione (G'), che in
0
maniera pin espressiva scriveremce come segue:
-’)

&

(6 (U — M Waw + byy = M

—*{———1

¢ dunque una equazione differenziale del 2° ordine alle derivate parziali
& coefficienti costanti,
Distingniamo due casi:
Ty la corrente stazionaria sin subsonica, ossia risulti V, <.

Porendo allora

1 — M2 =A% MfP———=A

la (&), che & i tipo ellittico, diviene:

{7 . )Z*an: + ({Jyy = 4.

AMediunte la sostituzione di funuzione

2

A
%(_:E, y) == (!J(,’IJ, ’_U) - '[)_53 <

Ja (7) diventa
N2, H —_—
AMigs + by =0

che ¢ la cosidetta equazione di PrANDTL.
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S1U UNA CLASSE DI MOTI PIANL NON STAZIONARY DI FLUIDI, ECC. b

Col eambiamento di variabili definito da:

—_ ¥
z=2 v=73

essa si trasforma nella equazione di Larracm:

R

3, | 8
G =

22t

+

Ossia la funzione U, (z, y) ¢ armonica in tutto il campo. Il potenziale
di velocita della corrente perturbata sard quindi:

9 \
M02 - Y_“l ’
D e x VT AE ) IR - Y
Oz, y; 1) = /ox’f‘a\%(% V1 M, y) 2(1——11102) z \/+
r 2
at ! Zl’loz . )
ot 1— M2 S s
1 1 . Oét Vox + @ qu(w: Vl IUO y) '+ 2(1 . MOZ) z %'

1) 1a corrvente stazionaria uniforme i smpersouica, ossia pen-
siamo Vo > ¢, .

Posto allora

la equazione (G7) assume la forma, introducendo la nuova fuazione
N a .
b(@ y)= b2, y)—; 2"
2 —
(8) P q)lxx - 4)1;/1/ =0

che ¢ la ben nota equazione dellonda di D’Aveameny, il cui integrale
generaie &: '

1 R \

vi(z, y) = fz — py) + 9(z + wy)
dove f e ¢ sono funzioni del tutto arbitrarie.

Il potenziale «ridotto » della velocitd di perturbazione sara:

S LV p—

Uz, y) = flo — VEF— 1y) + glo + VI —1y) + =
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e quindi, in virtd della (5), 11 potenziale di velocita della corrente non
stazionaria sard: )

o]

v —1 Mo2
Dz, y; 1) = + fo — py) + olz + py) + L

T —1)

Vox + =«

[‘ .2
l_

E chiaro che, in generale, le linee di corrente nel campo perturbato
non sono pin parallele all’asse a.

4. - Analogamente a quanto & stato fatto nel paragrato 3, vogliamo
studiare la corrente leggermente accelerata che si pud pensave ofte-
nuta perturbando un campo piano di moto stazionavio il cui potenziale
di veloceita & rappresentato dalla funzione: ’

N . & i
Pz, y) =k arvetg - ()

31 tratla quindi di assumere come < mato base » quello consistente
in una corrente piana eircolatoria, con velocitd angolave data da
(r stando ag indicare la distanza del generico punto 2 del campo della
origine del sistema di riferimento).

Per le componenti della velocitd si hanuno le espressioni:

pertanto equiazione differenzinle relative al -potenziale della perturba-
zione si scrive cosi:

. Byt . Ko ) 21wy
g Cp— | 2 - [t 4
(J) !Oc (T,: + Jz"J Yem + [Co (:L" yz>2J 18737 + (,,2 - )2 Yoy
= by 2l
— _ —{rd | i .
x + 7}"‘!"‘\:6(1):6 T JLr)V) H "'\x.‘,_%_ y- 061).

Qui fa velocitd del swono ¢, nel campo stazionario, per via del teo

2) COURBANT-FRIEDRICHS

Nipersonic flow and shoek weves, New York, 1048,
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rema di Beawouwiri, dipendera da 2 ed y secondo Vespressione:

N Gl TP - lcg___
(10) co —-T(qO xz + y2 ’

Nella classe di soluzioni della equazione (9) vogliamo fra tutte
esaminare quelle dipendenti soltanto dalla variabile r; nel qual caso la
(9) assume la forma:

1 k?
P ~ 2 1" ’
(@) ¥ 1)+ B =2(f—a
dove gli apici denotano derivazioni rispetto ad r.

In virta della (10) e ponendo v = 7/5, come & lecito se il fluido che

si cousidera ¢ Varia, Pequazione (9') diventa:

Ay gt - 4R 5(q,**r — 2K)
dr — ‘(’ “*a____).’) + Tk — g,

5T .

r?

Bi tratta di una equazione differenziale lineare del I° ordine -nella
funzione incognita . 11 suo integrale generale é: '

, AP 30 ~~~~~~~
¥ = e | 5 o8 (@ + VP — ) +
[

15 YaFrT — 10 (gt — K i Ve = )
2 3 - 5 i +Y

Possiamo cra, senza procedere nella infegrazione della espressione
trovata, Lwre alcune considerazioni di cavattere’ puramente aualitativo
che valgano o descrivere, almeno sommariamente, il campo el moto
perturbaio. ‘

In forza della (5) del paragrafo 1 la velocita di ogni singola parti-
ceila fluida sara data dalin somma di due componenti: il termine A
dipencente soltanto dal rapporto «/y, dd lucgo infatti ad unu compo-
nente trasversa della velocitd, mentre il termine ¢, dipendente solo
da », genera una componente radiale la cui espressione, a meno di un
fattore puramente temporale, & data da ¢

k .
-- —, decresce in mo-
1— xtr
dulo al crescere di » tino ad annullarsi per r — oo, la componente ra-
diale per »r— oo tende a — o0,

Mentre la componente trasversa, data da
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8 ANTONTO Murnis

Lssa ¢ veale softanto per > —; e per » tendente a questo valore
@

tende a 4 o0 ovvero a —oo a seconda che la costante ¢ sia positiva
o negativa.

Si pud quindi affermare che, quando ad es. € > 0, esiste aimeno un -
valore » per cui ¢ sioannulla. Cio significa che sulla circonferenza i
rageio rle particelle fluide hanno velocitd tutta trasversa, mentre quelle
che si frovano in brossimita di tale circouferenza si evvicinano a quesia
percorvendo unae trajcettoria a spirale.

Niente invece si pus dire di cid ehe avviene nelle zone in cui ¢
assume valori molto grandi: per tali valori infattl viere meno il pro-
cedimento di approssimazione fino a qui seguito.

St pud pensure di anterpretare quanto detto immaginando una cor-
rente circoiatorin uniforine che inizialmente lambisca le parcti di ua
cilindrs di vagglo » che, in un certo istante, venga Lruscamente sfilato.
B omenifesta allora un mote el fluido c¢he, presumibilmente, ¢ ana-

logo o quelio descerifto,
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Bstratto dal volwme YXX (1960) .
dei « Rendiconti Act Seminario dilla Facolta di Scienze dell Universita di Cogliori »

A proposito di una proprieta del rotore
di un eampo vettoriale

Nota (*) di A. MELIS

SunNto: Tedi n. 1.

1. - 11 prof. Zreuri?) ha indicato una notevole proprietd variazionale
che consente di individuare, per un campo vettoriale F (z. ¥, z,), le linee
~ per cui il lavoro di F & stazionario. Tali linee sono tutte e sole le linee
di flusso del vettore w =10t F, ossia le linee vorticose di detto campo
vettoriale.

Non si fa cenno pero, nella nota citata, circa la natura di tale sta-
zionarietd, resta cioé imprecisato se il lavoro di F lungo la detta linea ¥y
congiungente due punti P, e P, del campo sia minimo o massimo rispetto
a quelli relativi a linee ¥/, prossime quanto si vuole alla y ed aventi pur
esse gli estremi in P, e P,. Voglio qui completare il risultato mostrando,
mediante. una semplice osservazione di carattere geometrico, come si
puo affermare senz’altro che il lavoro di un vettore F posizionale lungo
una linea di rot F, pur presentando carattere di stazionarietd, non & ne
minimo né massimo.

2. - Essendo F un vettore funzione del posto e v una linea del campo
' di definizione di F, congiungente due punti P, e P,, considero Pinte-
grale:

QZJ‘FX dP
T

(*) Pervenuta alla Redazione il 25-10-60.
1) T. ZEULT: « Su di una notevole proprietd del rotore di un campo vettoriale »
Rend. Sem. Matem. Univ. Politec. Torino Vol. 8, 1947-49.
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2 ANTONIO MEL!S

Detta v uw’altra linea di € avente gli stessi estremi P, e P, ed
indicato con I' il ciclo chiuso composto da ¥ 4 vy percorso nel verso

Pe

Fig. 1L
segnato in fig. 1, posso scrivere:

AS:J.deP—fodP : §F><dP;
Y’ Y Iy

ossia, indicata con 2 una qualunque superficie che ha T per contorno e
con n la normale a ¥ in un suo punto generico, per il teorema di SToxms:

Aé]:ffrotFX ndX

Tale ¢ la differenza dei valori che si ottengono quando & viene.
caleolato Tungo la linea ¥’ e lungo la linea +.

Si nmotera a questo punto che, per calcolare la variazione prima
dell’integrale J, la linea y' si dovra pensare come luogo di punti estremi
di vettori infinitesimi 6P spiccati a partire dai punti P della linea +y
e che la superficie X andra rvealizzata mediante la striscia il cui ele-
mento di arvea ¢ dato dal modulo del vettore 3P A dP, onde

nd2 =8P A dP

Infine le determinazioni di rot F andranno prese su vy, ¢ pertanto

P, P,

53:[1‘0’617)( 8P N dP = — | (rot F' A\ dP) X 8P
P,

Py

da cui il risultato citato al n. 1.
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A PROPOSITO D! UNA PROPRTFETA DEL ROTORE IN UN CAMPO VETTORIALE 3

3. - Venendo ora alla affermazione della fine del n. 1, considero la
superficie & di un sottile tubo di flusso del vettore w, avvolgente v e
terminata a due basi contenenti P, e P, .

Supposto w regolare (diverso da zero) in tutto l’interno § di tale
superficie, scelgo su vy verso concorde con quello di w. Faccio vedere che
su & si possono tracciare due linee, y, e v,, aventi gli estremi in P, ¢
P,, tali che la differenza A,J fra le determinazioni di ¢ relative a «y,
e v ¢.di segno opposto alla analoga differenza A,dJ relativa a Y. e 7. Basta

(a) Fig 2 by

per questo pensare la linea vy, costituita (fig. 2-a) dal trattino retti-
lineo P,Q,, dalla spirale @,Q, che si avvolge per una sola volta in senso
antiorario intorno ad § (@, e @, appartenenti ad una medesima linea
di campo di w) e dal tratto rettilineo Q,P,. La superficie 3 attraverso
cui si deve ora calcolare il flusso del vettore w non & altro che una
sezione di S di tipo elicoidale appoggiata alla spirale Q,0, ed al tratto
di chinsura @,Q, formato dalla nominata linea di campo di w.

Come vy, (fig. 2-b) basterd assumere la linea costituita ancora dai
fratti vettilinei P,Q, e Q,P, e dallelica, situata su &, congiungente
) e @, ed avvolgentesi ora una sola volta in semnso orerio intorno ad S.
Ilvidentemente il valore del flusso del vettore w attraverso la superficie
dell’elicoide che similmente cosi si genera & opposto a quello ottenuto
nel primo caso.

Pertanto & sempre possibile costruire due linee Y, e v, relativa
mente alle quali Iincremento AdJ ha segno opposto e si pud cosi conclu-
deve che il valore di J valutato Iungo la linea y estremale non & né
minimo neé massimo.
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ESTRATTO DAGLY Al della Accademia delle Scienze di Tovino
Vol. 96 (1961-62).

L’autoconfinamento di una colonna di plasma
in regime adiabatico (*).
Nota di AntoNiOo MELIS

presentata dal Socio corrisp. Dario GRAF¥I
nell’adunanza dell’rx Aprile 1962

Riassunto. — Ved: n. 1.

1. In un lavoro del 1934 Bennett (*) ha studiato, seguendo
1 metodi della meccanica statistica, il confinamento di una
colonna di gas completamente ionizzato in movimento, presup-
ponendo il fenomeno isotermo e mostrando conseguentemente
quale ¢ la legge di distribuzione delle particelle cariche in fun-
zione della loro distanza dall'asse di simmetria della colonna
stessa. Sempre nell'ipotesi di isotermia del fenomeno, Ayme-
rich (2) ha ripreso lo stesso problema, trattandolo con i metodi
suggeriti dalla magnetoaerodinamica, dandone una soluzione
esplicita e mostrando come quella di Bennett non ¢ che una
delle possibili configurazioni secondo cui pud disporsi il plasma.

Mi & parso pertanto utile riesaminare la questione, adot-
tando pero l'ipotesi che l'evoluzione termodinamica del feno-
meno sia retta da una equazione politropica. Tale schematiz-
zazione matematica evidentemente comprende, come casi par-
ticolari, sia quella adottata dagli Autori su menzionati, sia
quella corrispondente all'ipotesi di adiabaticita del fenomeno,

(*) Lavoro eseguito nell’ambito del Gruppo di ricerca No 4 del
Comitato per la Matematica del C.N.R.

(Y) BenNETT, Phys. Rev., 45 (1934).

(®) G. AvMERICH, Sull’autoconfinamento wmagnetico del plasma,
(Rend. Sem. Fac. Scienze Univ. Cagliari, XXX, Fasc. 1-2, 1960).
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2 ANTONIO MELIS

ipotesi ormai prospettata da diversi Autori (3) come pil rispon-
dente alla situazione fisica studiata. Sono pervenuto cosi a
riconoscere, in tali ipotesi pill generali, che le possibili distri-
buzioni della densita sono qualitativamente analoghe a quelle
trovate da Aymerich;' inoltre ho indicato un metodo per la
ricerca delle soluzioni approssimate del problema.

2. Si consideri un gas completamente ionizzato (plasma)
le cui particelle cariche, che si muovono tutte lungo una stessa
direzione con velocitd costante, siano distribuite con simmetria
cilindrica rispetto ad un asse: questo significa che la densita
numerica delle particelle stesse deve ritenersi dipendente sol-
tanto dalla distanza » dall’asse. Si indichera con #; la densita
numerica degli elettroni di carica — ¢ e di massa m;, con #,
la densita numerica degli ioni, che supporremo tutti di un solo
tipo, di carica Ze e di massa m,.

E ben noto (4) che se non si tiene conto, come ¢ lecito, delle
forze di massa di natura non elettromagnetica e se si suppone
che sia trascurabile leffetto degli urti. tra cariche di nome
diverso, le equazioni che traducono analiticamente la situazione
stazionaria sono le seguenti:

(1) - “Efy‘ N
(2) - %+Zen2(E~vgB>:o.
(3) - —;7 (#B) = po (— enqvy + Zenav,) .
@) z ;d; 0E) = L (~ en. + Zem).

(®) L. Seitzer, Physics of fully ionized gases, (London, 1956); J. L.
DEeLcrolx, Introduction & la théovie des gaz tomisés, (Paris, 1959); B.
LeunNerT, Magnelohydvodynamic Waves in the Ionosphere and their
Application to Giant Pulsation, (Tellus, VIII, 1956).

(4} SPiTzER, 0p. cit., pag. 42.
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L’AUTOCONFINAMENTO DI UNA COLONNA DI PLASMA, ECC. 3

dove B & l'unica componente, quella trasversa, dell’induzione
magnetica ed E rappresenta la componente radiale del campo
elettrico, la sola diversa da zero.

Alle quattro equazioni ora scritte si aggiungono le due
relazioni che esprimono, in termini finiti, il legame fra la pres-
sione e la densita delle particelle e che noi, come detto in prin-
cipio, assumiamo della forma:

(5) ]51 = Ry (mxnx)y
(6) Pa = Ry (Mamy)7 .

Il valore, per ora indeterminato, dell’esponente y che in
queste compare si penserd nel seguito soddisfacente la limita-
zione I =Sy ==2: con questa condizione si comprende nella
presente trattazione il caso in cui 'evoluzione termodinamica
sia ritenuta adiabatica.

Le equazioni (1), (2), (3), (4), insieme con (5) e (6), sono
sufficienti per descrivere il fenomeno.

3. Introdotta la pressione globale $ = p; + p,, si osservi
che se si utilizza la proprietd di quasi neutralitd del plasma,

. Lh, — N R .
per cui ~—2—n—1<< I, pud porsi: Zm, >~ ny = n e pertanto
I

sI puo scrivere:

b= [krm’; + (”;2 )y} .

In virtl di cio, dalle (1) e (2) sommando membro a membro
si ottiene:

dny

(7) {klm)x’ + kz <_le~>7 MET_ —enBV = o0.

VA

dove la quantita V ora introdotta indica la velocitd vy — v,
degli elettroni rispetto agli ioni positivi. Tale velocitd deve
ritenersi costante, perché cosi sono state supposte vy € v,.

*
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4 ANTONIO MELIS

Osservato che la (3), nell'ordine di approssimazione in cui
ci si & posti, puo6 scriversi:

/ I d —
(3" i (rB) = po eVn .

si puo eliminare B dalla (7) mediante la (3'). e pervenire cosi

all’equazione:

T d (v dnr\ |
®) 7W(z77)*£”—°
in cui
I Ho€? V2
— -
Bomd? 4 k. (”;)

La (8) & una equazione differenziale ordinaria del 2° ordine
nell’unica funzione incognita # (r), non lineare.

Pensando poi assegnato il numero N degli elettroni che
si trovano in ogni istante dentro un tronco di colonna di altezza
unitaria, dovra essere rispettata la condizione globale:

/m 2mrndy = N .

o

4. La equazione (8) presenta una forte analogia con la
equazione di Emden relativa all’equilibrio di una sfera gas-
sosa, di cui Sansone (5) ha studiato in dettaglio le soluzioni.
In conformita col metodo indicato da questo Autore, posto

I .
y =14 - (con m =1 se, come sl & supposto, I =y = 2)
m

ed introdotta la nuova funzione incognita @ (#) legata alla =

( @ )m
N =|\——
m+1

(}) Vedi G. SansoNE, FEguazioni differenziali nel campo veale.

Parte II, (Bologna, 1941, pag. 338).

dalla relazione

[52] Meccanica dei fluidi e fisica matematica tra ricerca e insegnamento



L’AUTOCONFINAMENTO DI UNA COLONNA DI PLASMA, ECC. 5

la (8) si trasforma nell’altra:

2P 1 dd . '
G Ty tEer=o.
in cul a2 = I
. (m + )™ :
Infine con il cambiamento » = —e ponendo @ (*) = 4 (§)

si ottiene la equazione:

9 1dy
(9) Ez—'+*§—&‘é+ﬂ =0.

Il problema del confinamento del plasma secondo le moda-
lita esposte all'inizio di questa nota si traduce pertanto in quello
di mostrare che esistono soluzioni della (9) dei due tipi seguenti:

1) soluzioni che hanno due zeri distinti & e &; positivi
e che sono limitate e positive nell’intervallo (&, < & < &;);
2) soluzioni che hanno uno zero positivo &, e che risul-

tano limitate e positive nell'intervallo (0 =& < &).

Si consideri pertanto l'ulteriore sostituzione:

E= et D= ey
in cul = —-2_—I—> 0, che trasforma la (9) come segue:
d?u du
! — a2 m o
Q") dt2+2,udt~}‘uu+u 0.
.oduw . e .
Ponendo poi S = v st ottiene il sistema normale equi-
valente:
(odu
ar ~ "
(10)
’ iiﬂ—-~2 v — prPu — u™
7 '

del quale si vogliono ora studiare le soluzioni. Si capisce infatti
come dal comportamento di queste si possano ricavare elementi
atti a stabilire 'andamento di quelle dell’equazione (g).
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6 ANTONIO MELIS

Si osservi innanzitutto che poiché m ¢ reale, deve essere
#(f) = o affinché risulti & = o. Considerato allora il semipiano
(u =0, v) si pensi ivi tracciato il diagramma della curva y

di equazione:
4\ v d v

2 uv + pPu A+ u™ =0

luogo dei punti in cui si annulla
% . 11 semipiano viene suddi-
l viso dalla retta v = 0 e dalla
curva y, in tre zone distinte,

come mostra la fig. 1, in cia-

Y.

scuna delle quali si presenta
una delle circostanze sotto pro-
spettate:

i y I zona (#' >0, v <0)

i " II zona (#' <o, v' <o)

F'. . g 4 r
e III zona (u' <o, v > 0).

Si pud pertanto vedere, sulla falsariga della dimostrazione
data da Sansone, che una qualunque curva integrale del si-
stema (10)

soddisfacente la condizione

u (fg) = 0 v (fo) >0

passa dalla prima alla seconda regione e dalla seconda alla
terza regione tagliando l'asse » == 0 e la curva y in punti cor-
rispondenti a valori finiti del parametro . A seconda del loro
comportamento nella terza zona le curve integrali di (10) pos-
sono distinguersi in due tipi:

1° tipo: le curve che tagliano il semiasse delle v nega-
tive in punti, regolari per (10), corrispondenti a valori finiti
del parametro ¢;
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20 tipo: le altre per le quali risulta:

limu(f) =0 limwv() =o0.

{— t—
Ci si puo d’altronde assicurare che effettivamente esistono
curve integrali passanti per l'origine, constatando che questa
costituisce per il sistema (10) un punto singolare del tipo « nodo

attrattivo ad una tangente» (6).
Considerato infatti il sistema lineare seguente, dedotto

da (10):
du
EZ =7
(ro’)
dv .
—‘ﬁ— = — pu*u — 2uv

si puo facilmente constatare che esso possiede, nell’origine, una
singolarita del tipo sopra detto. Pertanto le caratteristiche
del sistema (10’) appartengono tutte ad una stessa famiglia
di curve aventi per tangente nell’origine la retta di equazione:

uu + v =0 (7).

\

Poicheé infine & chiaro che & possibile trovare un « > o tale che
risulti:

m

=0 (0% = w? + v?) .

(bastera per questo prendere o < o << m — 1) si puo concludere
che l'origine ¢ un nodo ad una tangente anche per il sistema
non lineare (10).

(6) Vedi SansoNE-CoNTI, Equaziowi diffevenziali non lineari, (Cre-
monese-Roma). Pag. 272 e segg.

(") Osservo che nel caso dell’equazione di EMDEN esaminato da
SansonE, l'origine ¢ un nodo a due tangenti e pertanto vi & una carat-
teristica che giunge nell’origine con pendenza diversa da quella con cui
vi pervengono tutte le altre.
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8 ANTONIO MELIS

5. Si & ora in grado di dare una descrizione abbastanza
precisa delle curve integrali della equazione (g). Nota una solu-
zione di (10):

passante per il punto iniziale # (f,) = 0, v (f,) = v, la corri-
spondente soluzione della (g) sara:

8(8) = E-ru() con t— —logé.

Esaminiamo il comportamento di ¢ (£§) in corrispondenza
a soluzioni.di (10) del primo tipo.

Detta ¢ la determinazione del parametro £ successiva a #
per cui risulta (E) == 0, € chiaro che nell’intervallo & < & < &,
la funzione # & diversa da zero, rimanendo ivi sempre positiva
e finita: tali risultano infatti in detto intervallo sia il fattore
&1 che la w.

Cio significa, ricordando le relazioni che legano rispetti-
vamente & con » e ¥ con #, che le particelle cariche si manten-

gono entro uno strato cilindrico di raggio interno 7 = —

(R &o . . .

ragglo esterno 7, = — ; dove #» assume il valore massimo il
a

campo magnetico H si annulla invertendo il verso e pertanto
in seno al plasma si generano delle forze che dall’esterno lo
spingono verso l’asse mentre dallinterno tendono ad allonta-
narlo (8).

Vogliamo ora esaminare il comportamento delle soluzioni
dell’equazione (9) corrispondenti a quelle del secondo tipo del
sistema (10).

S , . dd
Si puo subito osservare che per ¢ =4, risulta:

Lo PR s 3
51 ricava infatti: i . '

= 0.

ad

ST {3“‘* D (pw + v)

{8) Vedi G. AvMERICH, lavoro citato.
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e poiche le caratteristiche del secondo tipo del sistema (10)
si mantengono tutte al di sopra della retta u» + v = o tangente
nell’origine, il prodotto a secondo membro & certo non posi-
tivo: ¥ (&) & pertanto ovunque decrescente. Fisicamente cid
significa che la massima concentrazione di particelle si puod
avere soltanto sull’asse a differenza di quanto succede nel caso
esaminato pill sopra. Affinche tale tipo di soluzione abbia signi-
ficato fisico ¢ perd necessario mostrare che lim 4 (£) & finito.

£—o
La dimostrazione matematicamente rigorosa di cid sembra
presentare difficolta di ordine piuttosto elevato. Per questo
qui mi limito ad osservare che nei due casi estremi particolari
per cui risulta m = 1 ovvero m — o, il problema porge solu-
zioni del tipo richiesto.

Nel primo caso (m = 1) infatti la equazione (g) si riduce
alla semplice equazione di Bessell di ordine zero la quale, come
¢ noto, ammette soluzioni finite non nulle per & = o.

Nel secondo caso (m — o) si ricade invece nella ipotesi
di isotermia del fenomeno gid esaminata dagli Autori citati,
per la quale sono state assegnate soluzioni finite per & = o.

Per valori intermedi del parametro m indico, nel numero
seguente, un metodo di risoluzione approssimato il quale, oltre
a far presumere che esistano soluzioni del tipo cercato, puo
pensarsi anche come un procedimento atto alla valutazione
numerica delle soluzioni del problema.

6. Riprendendo la equazione (g):

1 d ad
mz(‘f’d?)” =

si consideri, deducendola da essa, l'altra equazione:
I d dd
@

(r1) ?E'7ﬂ+m@:m

dove F, (9) denota una funzione di ¢ il cui diagramma & una
poligonale di # lati inscritta nella curva F (9) = 9.
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E facile vedere che, indipendentemente dal numero »
dei lati della spezzata, ¢ sempre possibile trovare soluzioni
della (11) soddisfacenti le seguenti condizioni:

b F(9) 1) 9 (0) =¥ >0
e finita;

2) esiste un
punto &, tale che nel-
I'intervallo (0 < &< &)
risulta 4 (§) > o men-

tre & (&) = o.
E 9 Questo fatto per-
o 9, 9, tanto cond'uce a pen-
‘ ) sare che esista almeno
Fig. 2.

una soluzione della

equazione (9), di cui quella di (11) deve ritenersi una approssi-

mazione, la quale si comporti, per £ — 0, in maniera analoga.

~ Allo scopo di illustrare questo metodo di risoluzione ap-

prossimato, accenno di seguito ai due casi in cui # = 2 ed n.= 3.
Per n = 2, la (11) porge (vedi fig. 2):

I d ad IP — 97 B B

B ?75<§d_§)+m0“0°’%wf0

(12) : ' per ¢ <P =1,
I 14 i m-1,9 __

(IT) ?75—<5E)+0, ¥ =0 per o =% <9,

La soluzione della (12-I) che per & = o assume il valore 9, ¢:

(B, — D) g — g )1/2 !

K 0= B Io| (=) )
DA A
+ Doy g g

Detto z il primo zero di [, dopo l'origine e posto z =
< 9 — I7
Po — U1

I/ —
) /2 &, la funzione (a) nell’intervallo (o, &) ¢ decre-
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Ym-1 . ym-t
oy — o7
esiste quindi un punto &;, maggiore di zero e minore di &, in
cui risulta & (&) = O4. ’
La soluzione generale della (12-11) & poi:

scente ed assume 1l valore 9, ¢ < 9, nel punto &

m—1 m-1

V=48 * & + BY,(d: * &).

ed in essa & possibﬂe determinare le due costanti 4 e B in ma-
niera che risulti:
D (€1) = Iy ; P (&) = 0.

Quindi la soluzione approssimata del problema soddisfa-
cente le prescritte condizioni agli estremi & costituita dai due

elementi;
95 (9o — 9x) , [( 88 — 07 \1/. P led i
A= fK 00~@I> 4 b
19':‘< per 0 ==¢& =¢,.
Y

m—1 m—1

A]o(ﬁx—rg)‘f‘BYo(ﬁi 2 f) per &Lr=¢=6&.

In maniera analoga si pu6 vedere che anche per n = 3
" & possibile costruire una soluzione del problema approssimato
che sia finita per & = o e che si annulli per £ = &,.
Infatti, in luogo della (g), si dovra ora considerare:

=0

A A e g gt
—‘? EE (5 E) + '190 - 79'1 ) ﬁOﬁI 790 - 191

per ¥ <P =1,

1 d [ d9 o — 9 =9t

A R e e
per 9, <& <9Iy,

d

_16_75(,5_2?)+7924~179:o per 0o =9 <9, ;
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la soluzione richiesta sara cosi composta dai seguenti tre ele-

menti:
B (o — ) , [( IS — I )1/2 o O — g
w—or /° KT:T 5] Vo
/‘ per o={¢(=¢§;

/ |

/» 1 Qm gm \ 1 i m o gmo\r
§ =" > AL KH) /24 + B, Y, KH) /25] n
\ 1 Ve 1 Va2

AN M1 gM—I
\ "{" ?91?9‘2‘ 01 ?92

S w per 51555‘52

M — 1

Az]o[ﬁz 2 §]+B2Yo[ﬁz e 5] per br=¢t=¢é,.

Il primo elemento ¢ evidentemente uguale a quello rica-
vato nel caso n = 2.

Negli altri due elementi compaiono le costanti 4, B,
A,, B, le quali debbono intendersi determinate imponendo le
seguenti condizioni: che il primo ed il secondo elemento di @
assumano il valore ¥; in &;; che il secondo ed il terzo elemento
assumano il valore &, in &,; che il terzo elemento si annulli
nel punto &.

Il procedimento che si dovrda seguire nel caso in cui il
numero # dei lati della spezzata sia maggiore di 3 sara sostan-
zialmente uguale a quello esposto nei due casi ora trattati.

VinceNzo Bowa - ToriNo ' » (30328)
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DELLA UNIVERSITA DI CAGLIARI

ANTONIO MELIS - FRANCO TESTA

Risoluzione numerica della equazione:
1dr dny
r &rln g) HIn=0
riguardante il problema dell’ autoconfinamento

adiabatico di un plasma

(Hstratto dal fasc. 3-4 Vol. XXXIIT 1963)

BOLOGNA
Azzoguldl « Societd Tipografica Editoriale
1963
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HBstratto dal volume XXXIIT (1963)
dei « Rendiconti del Seminario della Facolia di Scienwe dell Universita di Cagliariy

Risoluzione numerica della equazione:

Ei(f @T)+Ln:0

riguardante il problema dell’ autoconfinamento
adiabatico di un plasma (*).

Nota (**) di ANTONIO MELIS e FRANCO TESTA

1) Nello studio dell’autoconfinamento cilindrico di un plasma si per-
viene') nell’ipotesi di neutralitd e ritenendo adiabatica la evoluzione

termodinamica del fenomeno, alla equazione seguente:
1 d (7‘ any
; El;-;; ‘(i‘;l)—}—L‘?l—O

(1)
dove n(r) & la densitd numerica delle particelle, » la distanza del gene-
rico punto dall’asse della colonna e +y ha il consueto significato di rap-
porto tra calore specifico a pressione costante e calore specifico a volume
costante; infine L & un parametro che dipende dalla velocitd relativa V,
supposta costante, degli elettroni rispetto agli ioni e dai valori dell’en-
tropia del gas ionico e del gas elettronico.

Poiche non & possibile esprimere le soluzioni della (1) mediante fun-
zioni elementari, ci & sembrato interessante, a complemento dell’analisi
qualitativa fatta nella Nota citata, procedere ad una valutazione nume-
rica delle soluzioni stesse. Tale valutazione numerica @& Poggetto del pre-
sente lavoro.

(*) Lavoro eseguito nel’ambito dellattivita dei Gruppi di ricerca matematici
del C.N.R.
(**) Presentata alla Redazione dal Professor GIUSEPPE AYMERICH il giorno 6
giugno 1963.
1) A. Mzris, L’'autoconfinamento di una colonna di plasma in regime adiaba-
tico. (Atti Accad. Scienze di Torino, vol. 96, 1961-62).
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2) Oltre al parametro L che compare esplicitamente nella (1) la con-
figurazione della colonna del plasma dipende dal numero N di parti-
celle che si trovano in ogni istante dentro un tronco di colonna di al-
tezza unitaria, ossia:

[e o]

N =292=n f radr.

[

Allo scopo di trovare dei risultati numerici che non dipendano dai
valori di L e di N operiamo innanzitutto la sostituzione di variabile in-
dipendente

§ = L,

che fa assumere alla (1) la forma:

1 d(E dnx .
@) za“&(wﬂ“—“'

Con la sostituzione indicata si ha poi:

N:?Lffgndg

la quale mostra esplicitamente come I’assegnare il numero globale N vin-
cola, per cosl dire, le possibili distribuzioni radiali delle particelle. Ad
ogni funzione n(§) corrisponde cioé un ben determinato valore di N che
dipende anche, come si vede, dal valore della costante L. Riesce pertanto

()

naturale definire una funzione v(§) = ——-— , proporzionale alla «den-
IN/2n PFOP

sitd numerica relativa» n/N, la quale, per il modo stesso con cui @
stata introdotta, non dipende da L ed N.

La conoscenza del’andamento di v (&) consente, disegnatone il gra-
fico nel piano cartesiano (&, v), di risalire, una volta assegnati i valori
di I e di N, al valore in ogni punto della densitd numerica del plasma
in esame. Pin precisamente, indicate rispettivamente con o e § le scale
di lettura adottate per rappresentare le grandezze £ e v?), in virta delle
sostituzioni

1

— T, - =
E=L", v N /on n,

2) Ad esempio: 1 em = ¢ unitd di E; 1 cm={ unita di v.
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le scale di lettura delle grandezze r ed n sono rispettivamente I«

LN
d — B9
ed - B9
Si noti infine che, una volta determinata la funzione n(&), & possi-

bile dare anche ’andamento del campo magnetico H in seno al plasma.
Si ha infatti:

_yeV 1 dn
s L' qm2—v dE°

Pertanto ha interesse esaminare il comportamento della funzione
1 dn
nA-y (jf&
punto.

, il cui diagramma permette di risalire ai valori di H in ogni

3) Nella Nota citata nel paragrafo 1 si & mostrato che possono aversi
soluzioni della equazione (1) dei tre tipi seguenti:

1° tipo: soluziomni le quali, annullandosi in un punto r, > 0, sono
sempre decrescenti per 0 <r <r, e per r — 0 tendono a valori infinita-
mente grandi;

2° tipo: soluzioni che parimenti si annullano soltanto in », > 0
ma che si mantengono finite in tutto Vintervallo 0 < r <-r;

3° tipo: soluzioni che presentano due zeri positivi r, € r, e che
nell’intervallo », < < r, sono ovunque finite.

Alla fine di detta Nota & stato suggerito un metodo di risoluzione
approssimato atto alla valutazione numerica di soluzioni del 2° tipo:
Papplicazione di tale procedimento aveva ivi lo scopo di mostrare la
possibilita di soluzioni di tal genere.

Poiché perd ora si vogliono calcolare soluzioni appartenenti a tutte
le categorie previste si & adottato, per lintegrazione numerica, il metodo
di Eurero-Caucay modificato applicato al sistema di equazioni del 1°
ordine, equivalente alla (2):

dn

F="

(3) )
a9 1 1, 3
= B — 28— Z s
GE= 350 é;e 5"

3) nellesempio: 1 em =L~ 'l? o upith di 7y 1 cm:‘?zﬁ unitd di n.
o
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dove per y ¢ stato scelto il valore particolarmente significativi 5/3.
Secondo questo procedimento il valore n; della funzione n nel gene-
rico punto & & dato da:

: (N—1)
ei—l + 8: __l AE

(4) ' = n;_, + 5

in cui
de) ] (dﬂ) (N—2)

'dg i—1 _+ Ziz
2

BN = 6;_, + ;

Gli indici in alto stanno ad indicare Pordine di approssimazione
raggiunto, mentre A& & il «passo costante» scelto per incrementare la
variabile indipendente E. Per quanto riguarda lordine di approssima-
zione & bene preéisare che il processo viene ripetuto finché non si rag-
giunge la < stabilitd » delle cifre che si ¢ deciso di mantenere in ;.

In corrispondenza ad una particolare soluzione del sistema’ (3) si

¢ poi calcolato, utilizzando la formula di Simpson #), il valore di NL/2r,
(9]

dato dall’integrale [&nd&, dove naturalmente l’intervallo di integrazione

0
¢ stato limitato alla sola parte dell’asse £ in cui n & diverso dallo zero.
Si & infine costruita numericamente, secondo la sua definizione, la fun-
zione v (&) e si & poi calcolato, mediante i valori di »n e della sua prima

. o . . dn -
derivata, linsieme dei valori di n*‘/ﬂaf rappresentativi del campo magne-

tico.

4) Osservato che ciascuna soluzione di (3) viene a dipendere, in so-

stanza, dal valore dei tre parametri iniziali &, n, e (—5 , 8i sono appli-
V]

\ ‘ - . dn
cate le formule (4) mantenendo inalterati i valori di n, e (a—é) e facendo
0

invece variare soltanto il punto di partenza £, Sono state cosi indivi-
duate soluzioni del 1° tipo dando a &, valori molto piccoli mentre, al

+) L'opportunitdh di adottare la formula di SimMpsoN per il calcolo dell’inte-
grale ¢ stata suggerita dall’andamento molto regolare della funzione n(g): & noto
nfatti che a detta formula di quadratura si pud pervenire sostituendo alla fun-
sione integranda, in ogni elemento in cui si suddivide Tintervallo di integrazione,
- polimonio interpolatore di 2° grado.

[66] Meccanica dei fluidi e fisica matematica tra ricerca e insegnamento



RISOLUZIONE NUMERICA DELLA

n.=05
(@n/dz),= -2

EQUAZIONE, ECC.

n.-05
(dn/d¥),=-

o
-
1 3 b
B
Y
e
3
/ I
Fig. 1 Tig. 2
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contrario, partendo da valori molto grandi di &, si perviene a soluzioni
del 3° tipo. In virtd di questa osservazione si & allora potuto localizzare,
con un processo di approssimazioni successive, il valore E, di &, in cor-
rispondenza al quale si ottiene una curva del 2° tipo.

Per presentare un quadro abbastanza completo i calcoli sono stati

e a9 o ... [dn :
gvolti, in questo senso, per due valori diversi di T8 ossia per
= /0

(= (-

Nella Fig. 1 sono state rappresentate le soluzioni dei tre tipi del si-
stema (3) relative alle condizioni imiziali:

1, =0, 5 ne=2~0, b

er §=2; er £, = 2, 61;
(dn)_1p° (d_n>_lpﬁo )
agl, — datle

ne =20, 5

a per §, =4

7

ge= 1!

Analogamente la Fig. 2 da le soluzioni corrispondenti ai valori ini-
ziali:

ne =20, b ne =0, b
per & =2; per £, = 2, 55;
R
dgo dEO
\
ne =20, b |
g ' per & = 4.
n
Y 9
(a2),

Dallesame dei grafici si nota che le soluzioni fisicamente accetta-
bili sono soltanto quelle corrigpodenti a valori di & mnon minori di un
certo &, al di sotto del quale le soluzioni relative non rappresentano pin
configurazioni di confinamento del plasma.
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d 5 .
Nel caso (&%) ==-—1 si vede che il valore di &, & approssimativamente
0

N

dn .
2,61, mentre nel caso (— =-—2 tale valore & circa 2,55. A partire da

)
questi valori di &, si tI‘OVEﬂ:lO le soluzioni corrispondenti a confinamento
cilindrico del plasma con densitd massima sulPasse del cilindro, mentre
per &, > E(, si ritrovano le soluzioni corrispondenti a confinamento cilin-
drico con densitd massima ad una certa distanza dallasse (confinamento
a sgtrato).

Nella parte inferiore delle figure suddette & stato poi riportato
anche Pandamento del campo magnetico corrispondente ad ogni caso e
si & cosl ricevuta completa conferma dei risultati che erano stati gia pre-
visti nella ‘Nota cui questa trattaziome numerica si riferisce.

L'opera di Antonio Melis - Ristampa anastatica della produzione 1955-1999 [69]






RENDICONTI

DEL ‘ }
SEMINARIO DELLA FACOLTA DI SCIENZE
7 DELLA UNIVERSITA DI CAGLIARI

ANTONIO MELIS

Su alcuni moli piani non isentropici
e non stazionari. di un fluido comprimibile

(Bstratio dal fase. 3-4 Vol. XXXIV 1964)

BOLOGNA® »
Azzoguldl - Socletd Tipogrefica Edltoriale
1964
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Estratto dal volume XXXIV (1964)
dei « Rendiconti del Seminario della Facolta di Scienze dell’Uwiversita di Cagliari»

Su alcuni moti piani non isentropici
e non stazionari di un fluido comprimibile (¥)

Nota (**) di ANTONIO MELIS

Sunro: Si studiano piccole perturbazioni piane non isentropiche di moti uwidi-
mensionali non stazionari ad entropia costante. Ci si sofferma sulle pertur-
bazioni di un moto uniforme e di un'onda di rarefazionc completa, indicando
come in alcuni casi particolari il problema 8i puo trattare agevolmente per
via numerica.

SUMMARY - A study 4s made of a smell two-dimensional disturbances on the one-
dimensional, non Ssteady flow of an inviscid ideal compressible gas. The per-
turbed flow is not asswumed isentropic. In particular a small disturbence on
the uniform flow or a centred simple wave is studicd.

INTRODUZIONE

B noto che molti problemi rignardanti il movimento di un fluido
conduttore dell’elettricita sotto l'azione di un campo magnetico impresso
possono esser ridotti allo studio del moto di un gas neutro fittizio; tale
moto pud non essere isentropico anche nel caso che lo sia quello del
gas reale conduttore!). 7

Essendoci proposti lo studio di problemi magnetoidrodinamici da
questo punto di vista siamo stati condotti ad esaminare preliminarmente
alcuni tipi di moti non isentropici in genere rotazionali nel campo del-
Paerodinamica ordinaria.

B. Topwscumnt (IT, ITI, IV) ha studiato situazione di questo ftipo,
limitandosi perd al caso in cui il movimento piano del gas sia stazionario.

P. GerMmain ed R. Gunperseny (V) hanno preso in esame moti non

(*) Lavoro esegnito nell’ambito dell’attivita: dei Gruppi di ricerca matema-
tici del C.N.R.

(**) Presentata alla Redazione dal Prof. GrusrEpprr AvmMERTCI il 20 maggio 1964

1) Vedi ad esempio H. Grap (I).
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isentropici unidimensionali di un fluido ideale cercando in particolare
soluzioni prossime a quelle relative ad un assegnato moto isentropico.
In questo ordine di idee GUNDERSEN rigsolve esplicitamente il problema
trattando in un primo tempo (VI) il caso in cui il moto base é uniforme
o una onda di rarefazione completa e successivamente (VII) il caso del-
Ponda semplice arbitraria.

In questo lavoro, dopo aver scritto in forma conveniente le equazioni
generali del moto non stazionario e non isentropico di un gas non viscoso
¢ non conduttore del calore in assenza di forze di massa, si studiano
le piccole perturbazioni piane non isoentropiche di un moto unidimen-
sionale isentropico, soffermandosi in particolare al caso in cui il moto
hase & uniforme o un’onda semplice a centro. In tal modo si esamina una
‘situazione che, in un certo senso, comprende e generalizza quelle stu-
diate dagli Autori citati. Si perviene cosl a studiare un sistema di quat-
‘tro equazioni differenziali lineari nelle due componenti della velocita
‘di perturbazione della particella, nella perturbazione della velocita locale
del suono ed in quella dellentropia. Si mostra come, per particolari cate-
gorie di movimenti prossimi ad un’onda semplice a centro, il problema
si riduce allo studio di un sistema di tre equazioni differenziali lineari
non omogenee in tre incognite, funzioni di due sole variabili indipen-
denti. Questo fatto & particolarmente significativo in quanto consente
i suggerire, per tale tipo di problemi, una semplice trattazione per via
numerica.

1 - Le equazioni che reggono il moto di un fluido comprimibile poli-
tropico, non viscoso e non conduttore del calore, in assenza di forze
‘di massa, sono: '

® = andp

(II) g+pc\ivézo

(1)
s
WD =0
55
(IV) p=(y—1) G pv

‘dove 1 simboli hanno il seguente significato:
q & la velocita della particella di fluido;

p ¢ la densita;

[74] Meccanica dei fluidi e fisica matematica tra ricerca e insegnamento



SU ALOUNI MOPI PIANI NON ISENTROPICI E NON STAZIONART, 1CC, 3

p & la pressione;

§ & Pentropia per unitd di massa;

v & Vesponente adiabatico;

O ¢ il calore specifico a volume costante.

Al fine di far comparire esplicitamente nel secondo membro della
equBazione del moto (1;) il contributo che porta al gradiente di pres-
sione il fatto che la entropia varia da particella a particella, in virtn
della equazione di stato (1) si pud scrivere:

2

1 ¢’ ¢
(2) - grad p = — grad grad 8
peradp =" P+ Y0,
in cui ¢ & la velocita locale del suono ed é:
S5,
(3) e =7yt — e © pr—
Dalla (3) si ha poi:
c* , c?
(4) 2¢grade = Sgrad S+ (y — 1) —grad p
Co e

2
per cui, sostituendo nella (2) l’espressione di —;—gradp ottenuta dalla (4),

si ha:

2 2
° grade —— % grad S.

grad p = g
Py vy —1)C

O bt

In luogo della (1;) si pud cosi scrivere:

dq 2¢ o
= —————— orad S.
Yoy — G
Si osservi ora che, per via della (3) e tenendo conto della (L), si ha:

do___2 pde
at y—1cdt

e quindi la equazione della continuitd (l;) assume la nuova forma:

2+ (y—1ecdivg=10
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Pertanto, invece che nella forma (1) le equazioni del movimento
possono essere scritte come segue:

dq 2¢c . c?
2

as
at

che costituiscono un sistema di equazioni differenziali nelle funzioni
incognite (_],c ed S. Intendendo studiare movimenti piani conviene sce-
gliere un sistema di riferimento cartesiano il cui piano coordinato z=0
sia parallelo alle velocitd delle particelle. Dette allora u e v le componenti
della velocita secondo gli assi # ed y e supponendo inoltre che tutte le
grandezze caratteristiche del movimento dipendano, oltre che dal tempo
t, dalle dune sole variabili locali # ed y, le (5) danno luogo al seguente
sistema di equazioni differenziali:

2u du du 2¢  Ge c* 28
TR PR L P s T A P

ai) /”jai) U’S)./_l.)__’_iL?_g_______.c_z__._?f_g——o
©) | e dz dy ' y—13% y(y —1C,y
3
‘ dc dc o¢ du av>
9[9F 0, ¢ _ A
at+“am+”ay)+(Y 1)C<ax+ay 0
28 28 oS
5 T3 T 05, =0

2 - Ci si propone ora di studiare movimenti retti da questo sistema di
equazioni e che siano prissimi ad un moto unidimensionale ad entropia
costante. A questo scopo si puo pensare di porre:

= ug(e, t) 4+ w2, y, t) ;5 v = vz, >y,t)
c=colm, t) + ez, y, 1) ;5 S =8+ Si(z, y, 1).

tove le grandezze contrassegnate con Pindice O sono relative ad un asse-
guato moto «base » unidimensionale (con velocita parallela all’asse 2) ad
entropia Sy costante, mentre con Pindice 1 si denotano delle « piccole per-
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turbazioni » di queste grandezze, tali cioe che, nei calcoli, sia lecito tra-
scurare tutti i termini che le contengono con grado uguale o superiore
al secondo. In questo ordine di approssimazione le equazioni che veg-
gono il moto perturbato sono:

%?“'“ ”"%+ “‘%%'*ﬁiol% y?ill%%“y(y jﬁnc{aa%:
U %H"%ﬂ%‘oﬁ 'aa%“m iinou%%:o-
(224 w2+ w2+ o — a3+ )+ — o=

Si puod subito osservare (vedi GuwnbrrsEN, lav. citato) che I'ultima equa-
zione esprime il fatto che la S, rimane costante lungo le traiettorie del

. dx . N .
moto base, ossia lungo le 3= D’altronde, in virta della equazione
di continuita
90, 2 (potho)
ot dw

seritta per il moto base (pp = densgitd nel moto imperturbato), si vede che
la forma differenziale po(dw — wuodt) & il differenziale totale di una fun-
zione ¢, che, eguagliata ad una costante, definisce una generica triatto-
ria. Si avra percid:

8 = w[do(z, 1), ¥|

dove » & una funzione arbitraria degli argomenti indicati. Sard la natura
fisica del problema e piu precisamente lesame delle cause che pertur-
bano il moto base a suggerire la forma di questa funzione o.

Tenuto conto di cid le equazioni attraverso cui si determinano w;,
e ¢; diventano:

U, du, LT "Z2e, ey 2¢, 9o cipo 2w

Gt P Ty i Ty 1 Ty — 16, 34

v, du, 20 don c? w
F e T 1oy 3 — G 3y

de, dcy 2eo Suy, . oV,
9 (2% o0 £ 1), (S 4 9P
(3t+uoax+u‘ax)+<r 1)co(ax+ay) 0
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dove, per quanto detto, i secondi membri contengono soltanto funzioni
note.

3 - Si esamini, imnnanzitutto, il caso particolarmente semplice in cui
il moto base & unitorme. Detta U la velocitd costante delle particelle in
tale movimento ed indicata ancora con ¢, la relativa velocita del suono,
pure costante, le equazioni che reggono il moto perturbato, nell’ordine di

approssimazione detto in precedenza, sono, in virtd del sistema (7):

cu1 du, . 2¢ c 8,
+U +y—1_7(y—1)009w“

avl v, 2¢o Z‘)c1 c? 28,
I § Sk 0 s
+ +r—1 dy v - 1), 3y

=0
2(32 4o 2]+ iy — >(?§+;‘;) 0
‘ a& S

ST+ U=0

Con la sostituzione di variabili

. m=Y
T=1
il sistema diventa:
a'Uq 2 260 c:
= 0 =0
TR T
3111 2’ 200 02 ]
8 S, 0
7 Ty =12 iy = 1G
acl aui avl
I oY — — | =
=+ ot — (5 +8n)
a8,
¥ = (.

Si ottiene che Pentropia S, & una funzione arbitraria delle variabili & ed
n (in questo caso infatti per la generica triettoria si ha: ¢p = p,§) e dalle
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prime tre equazioni, eliminando u, e vy, si ricava:

E~)c1 19201‘_( : Co 3,
o a s betar)na
da cui si vede che il problema & rvidotto a quello di risolvere una equa-
zione del tipo delle onde piane, non omogenea, per la funzione incognita
¢;. Le due componenti u#, e v; della velocitd si possono poi ottenere con
semplici quadrature.

Una soluzione particolare si ha per wu;, = v; = 0. Si ottiene:

e =5=+5

e questo fatto mostra come una perturbazione della entropia influenza
la velocitd del suono senza mutare il primitivo campo di velocita. Questo
clagsico risultato & riferito anche da GmrMAIN e GGUNDERSEN nel caso uni-
dimensionale in cui ovviamente S, = S|(x t).

4 - Ci si propone ora di studiare, nell’ordine di idee esposto al n. 2, 1
problema che si presenta quando il moto base & un’onda di rarefazione
completa, rappresentato pertanto da un’onda semplice a centro (*). Per

1y € ¢ si devono ora assumere le espressioni:

u(,:(l——p)(?—«c>
cozpz?—}—(l—}ﬁ)a*

dove u? & una costante che si esprime attraverso y nel modo seguente:

—1 .. . . .
pz-—Y ed in cui ¢* rappresenta la velocitd del suono nel gas in quiete.
Y+1

Con la sostituzione dei variabili:

E= W+ (1—w)

n = plw + (L —p?)e*t

C=ply

2) Vedi CouranNt-Friepricus (VIII), cap. IIIL.
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8 ANTOoNIO MELIS

analoga a quella utilizzata da W. Camster (IX) per studiare le piccole
perturbazioni irrotazionali ed isentropiche di un’onda di rarefazione, le
grandezze Uy € Co si esprimono cosi:

2
= ac*(§—1) ; ¢ =c*§ (a :LT& > 0)
‘ 2

e si coustata subito che la entropia S, dipende dalle variabili £ ed n sol-
tanto attraverso la loro combinazione 8 = £*7. Cid si deduce osservando
che Pultima delle equazioni (7), scritta nelle nuove variabili, ha la forma:

338,
P13 7’97;“

e tanto basta per provare l’asserto. Si ha pertanto:
8 = (8, §)

e quindi le equazioni (8) diventano:

e _.% u, | 9cy ey e E

i ’7[ 3t +a(n an ToaE gy .+u1+0‘)}_w—1)00(“+1)§ 3
| gty n se)]  eE 2w

o \ i <naﬂ+n9C)_Y(Y—l)GvaC

M
/ 9y 9 1( du, Sy 9wy
£ls "an o

R eSS~ Gk o=

La non omogeneitd delle prime due equazioni di questo sistema proviene
evidentemente dal fatto che il movimento in studio & non isentropico.
E chiaro che se si ritenesse la entropia costante e se si facesse la ulte-
riore ipotesi di irrotazionalitd del movimento il sistema (9) si potrebbe
ridurre all’unica equazione nel potenziale di velocita introdotta  da
Cugsrer nella Nota gid citata.

Ii interessante notare che il sistema (9) ammette la soluzione parti-
colare uy = 0, v; = 0 soltanto se la funziome o, e quindi ¢, risulta indi-
pendente dalla vaviabile ¢. Si deve percid osservare che, a differenza di
quanto avviene nel caso in cui il moto base & uniforme, il fatto che la
entropia dipenda dalla variabile ¢, e quindi dalla y, comporta necessaria-
mente una perturbazione nel primitivo campo di velocita.

La ricerca di soluzioni particolari del sistema (9) sembra presentare
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notevoli difficoltda di carattere analitico. Per questo pud essere utile
mostrare come, per alcuni problemi al contorno particolari, & possibile
ridurre tale difficoltd abbassando da tre a due il numero delle variabili
indipendenti. Se si presenta infatti un problema al contorno in cui non
compare alcuna lunghezza caratteristica dell’ambiente in cui si svolge il
movimento (*) e se in pit & possibile assegnare la o in funzione di 0 e §
soltanto attraverso la combinazione adimensionale 0/¢, si puo ridurre note-
volmente la difficoltd del problema introducendo, a fianco della &, altra

variabile adimensionale z zg. Quanto detto si potra ad esempio realiz-

zare quando in un’onda di rarefazione prodotta dal moto di un pistone
nella direzione negativa dell’asse @ si manifesta in un certo istante una
perturbazione puntiforme della entropia nel gas a contatto col pistone.
Osservato che si ha:

2,9, 028
Y]BY)* dz M= dz

il sistema (9) si modifica come segue:

du, duy dcy dc, _eMat1)
- —a'g+a<5‘—a'z*+§‘a”g+3'9;+u1+01>—~j——{(y_1)0‘05 )

*
10y { — g™ v 2801) ) RN

~5E—~|—a(zaz 2 3. = T —1C. 25w

deq e, 1/.0%u,
ERE RHG
dove con o' si indica la derivata della funzione o rispetto al suo unico
argomento &7 2.

Il sistema testé scritto & costituito da tre cquazioni lineari, due
delle quali non omogenee, nelle tre incognite u;, v; e ¢; funzioni delle due

sole variabili indipendenti & e 2.
Questo fatto comnsente di trattare agevolmente con metodi numerici

il problema della determinazione delle soluzioni, naturalmente pensando

u Qv
2 <.___1: —— 2 ‘1 [ee— _.l._. —_—
2z y 9z ) (4 0) =0

+ 2

assegnate le necessarie condizioni al contorno. A questo scopo si veda ad
esempio il metodo suggerito da R. Sauer (X) basato sulla determinazione
numerica, punto per punto, del diagramma delle caratteristiche.

3) Si veda ad esempio la Nota di J. B. 1. PowrrL: The diffraction of a rare
faction wave by a corner, (J. Fluid Mech., 3, Cambridge 1958) in cui si studia
il movimento isentropico ed irrotazionale di un fluido che lambisce una parete
formante un angolo quasi piatto. Il problema viene risolto introducendo due sole
variabili adimensionali ed utilizzando, per via della supposta irrotazionalitad, un
integrale primo del movimento.
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HEstratto dal volume XXXV (1965)
dei « Rendiconti del Seminario dclla Facolta di Scienze dell Universita di Cagliari»

Su una classe di moti non stazionari di un gas perfetto (%)
Nota (**) di ANTONTO MILIS

Sunro: Si danno aleuni caratteri generali dei movimenti isoentropici non stagionari
di un gas perfetto che mantengono invariete, al trascorrere del tempo, te lince
di campo della velocita.

1.

i noto come siano possibili movimenti non stazionari di un fluido
incomprimibile che conservano invariate col tempo le linee di campo
della velocita '), A quanto mi risulta per i fluidi comprimibili sono stati
considerati moti dello stesso genere soltanto limitatamente al caso pia-
no e presupponendo la irrotazionalita del movimento ?).

In questo lavoro intendo occuparmi di moti isocenfropici mon sta-
zionari di un gas perfetto a linee di flusso invarianti nel caso tridimen-
sionale, allo scopo di precisarne, almeno in parte, alcuni saratteri
cinematici e geometrici. Constato in primo luogo che in tali movi-
menti non possono esistere linee di flusso chiuse ed & interessante osser-
vare che tale proprietd nel caso dei moti stazionari & nota limitatamente
allipotesi di irrotazionalitd, mentre nel caso attuale si prescinde del
tutto da questa. Mostro poi che esistono e sono permanenti le superficie
di Tawms, ossia quelle superficie che sono contemporaneamente di flusso
per il vettore velocitd e per il suo votore, mentre invece non ¢ possibile
definire le superficie di Bervovurnrr Cid. a differenza di quanto avvicene
nei moti stazionari per i quali si dimostra Uesistenza delle superficie
di BERNOULLI e se ne prova la loro identitd con quelle di Laame.

Faccio infine vedere come il problema si pud tradurre nella ricerca
di due sole fanzioni incognite. Cid in conseguenza del fatto che risulta

(*) Tavoro eseguito nel’ambito dell’attivitd dei Gruppi -di ricerca matematica
del C.N.R.

(**) Presentata alla Redazione dal Prof. GrusePPr Avmerici il 5-7-1965.

1) Si veda, ad esempio, TH. v. KarMmAN, Accelerated flow of an incompressible
fluid with wake formation. (Annali Mat. pura ed appl, T. XXIX, 1949, pag. 247).

2) G. Avymericn, Moti non permenenti di un gas perfetto con lince di corrente
invarianti. (Rendiconti Sem. Fac. Seienze Univ. Cagliavi, XXVIT, 1957).
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2 A. MELIS

particolarmnete semplice esprimere il campo di velocita mediante i tre
potenziali scalari di Mongs, uno dei quali si pud dare in funzione degli
altri due.

Ricordo che le equazioni che reggono il movimento di un gas per
fetto in condizioni isoentropiche, in assenza di forze di massa, possono
seriversi come segued):

dg 1 i o
() e
T +(y—1)a? div g=0

dove g & la velocita di una particella fluida, ¢ & la velocitd locale del

ar . . . ] A

SUONO, Con 7o 8i indica la derivata sostanziale della gemerica funzione
I, ossia:

aF  oF

T Y + (g -V)F,

dt ot
ed infine ¥ ¢ il coefficiente adiabatico, cioé il rapporto fra il calore
specitico a pressione costante ed il calore specifico a volume costante.

In questa Nota mi propongo di esaminare soluzioni del sistema (1)
del tipo:
q(P, t)=f(t)v(P)

in cul ciod la variabile temporale risulti separata da quelle locali
nel modo indicato. Cid equivale a studiare movimenti, come detto al
n. 1, non stazionari a linee di flusso invariabili col tempo.

Le equazioni del moto diventano:

U+ Plo Vo +

1 2
a:Y Y_lgrada._.()

% fllw -Via* + (r — Da* v u] = 0

3y Vedi, ad esemipio, A. MELIs, Su alcuni moti piani non isoentropici e non sta-
zionari di un fluido comprimibile. (Rendiconti Sem. Fac. Scienze Univ. Cagliari,
XXXTIV, fasc. 3/4, 1964).
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SU UNA CLASSE DI MOTI NON STAZIONARI DI UN GAS PERFETTO

Queste sono soddisfatte se:

M Teopw; an w=poee);
.
(2) (I1) av+4(v - V)o+ v— grad ¢2=0
(Iv) - ‘_ 1 a4 F{i v - grad 4t dive =0

dove la costante o ora introdotta dimensionalmente rappresenta linver-
so di un tempo. Posto allora:

i

t, =

si ottiene subito dalla (2;):

101
f0=si—

~

in cui la costante di integrazione & stata scelta, senza con cio ledere
la generalitd, in modo che sia f(0)=1. Naturalmente la espressione scritta
per f(t) vale per valori di t differenti da %,, ad esempio per 7> 1,.

Osservo subito che la equazione (2y), insieme con la  (2q), consente
di esprimere attraverso v la velocitd « ridotta » ¢ del suono. Infatti dalla
(2r1) si ottiene:

Y—l-l grad ¢¢= — (ww + %grad i 4rot v X v);

sostituendo nella (2y) si ha allora:

2
vy—1

1
ac?—v - (aw+ 5 grad ¥+ divo=0

e quindi:

2a0? v - grad v?
2

Z(Y 1 a+div v)

2 __

8i ha cosl ¢ espressa attraverso il veftore v e questa circostanza va
tenuta presente in tutte le considerazioni che seguono.
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Indicato con dP lo spostamento elementare sulla generica linea T’

di flusso, per via della (2y) si ha:

2

1 ., ¢
av « dP+grad|; v + —— |- dP=0.
2 v —1
Detto allora 1, un punto, per altro arbitrario, a parvtire dal quale si
valutine gli archi su T' e detto P il punto correunte su I', si ricava:

P

2

o fo-ap (3o +25) =3+ -2,

Fy i

Ii tacile, utilizzando questa relazione, mostrare che le linee di cam-
po di v non possono essere circuiti chiusi. Se cosi fosse, infatti, per
una qualunque di tali linee dovrebbe aversi:

(i;v - dP=0

¢ ¢io (supposta la regolaritd del campo vettoriale v e nell’ipotesi che
la vegione in cui avviene il moto sia semplicemente connessa) & in con-
trasto col fatto che la direzione della tangente in ogni punto della linea
su cui si integra coincide con quella del vettore v. Da questo punto di
vista i moti in esame (noun stazionari, generalmente rotazionali ed a
linee di flusso permanenti) possono essere accostati a quelli stazionari
(a linee di corrvente ovviamente permanenti) irrotazionali.

La rvelazione scritta mostra poi che per i moti in studio non & pos-
sibile formulare il clagsico teorema di BerNoULLI ed ¢ quindi pure im-
possibile definire le superficie di BerNouLuI.

Si puo invece subito mostrare Vesistenza delle superficie di Laws,
di quelle superticie cioé che, in ogni loro punto, hanno per piano tan-
gente il piano individuato dai vettori v e rot v. La equazione (2y), ri-
cordando Pespressione esplicita di (v - V)v, porge infatti:

{3) rotv X v=—av—grad B

dove con & si & indicato il binomio di BERNOULLI, ossia:
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SU UNA CLASSE DI MOTI NON STAZIONARI DI UN GAS PERFETTO 5
Poiché, per 1a (3):
rot (rotv X v)= —avrotv
si osserva che si ha:
(rot v X v) - rot (rot v X v)=0.

B cosi realizzata la condizione necessaria e sufficiente perche il
vettore di Lami «ridotto » rot v X v sia un quasi gradiente?). Si potra
allora scrivere:

(4) rot v X v=p(P) grad $(P)

con i e ¢ funzioni opportune del posto.

Come & noto le superficie di equazione ¢=cost., caratterizzate dal
fatto di contenere le linee di campo della velocity e quelle della vorti-
citd, sono le cosidette superficie di Lamr. Si pud quindi dive che nella
categoria di movimenti non stazionari descritti dalle goluzioni in esa-
me dette superficie esistono e, come la linee di flusso della velocita q,
non si deformano al trascorrere del tempo. L’ultima affermazione & giu-
stificata dal fatto che il termine temporale f(t) compare, nella espres-
sione di rotq X g, solo quale fattore moltiplicativo di grad .

In virth delle relazioni (3) e (4) seritte al n. 3 si rieava subito:
1 .
(5) v=—" (. grad Y+ grad B)

Questa formula esprime il vettore v in funzione dei tre potenziali
scalari di Monee p, ¢ e B 3).

B necessario osservare subito che questa espressione diventa inde-
terminata nel caso dei moti stazionari®) e pertanto tutte le conside-

4) Un vettore cosi fatto, secondo la terminologia di Krrnvin, vien defto anche
complesso lamellare.

5) J. L. Ericksen, Tensor Fields. (Encyclopedia of Physics, Vol. I11/1, pag.
828).

6) Nei moti stazionari si ba infatti:

v==gq; rotg > g= —grad B
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razioni che verranno svolte in seguito sono valide soltanto nei movi-
menti non stazionari a linee di flusso permanenti.

T facile convincersi che, una volta assegnato il campo vettoriale
v soddisfacente le equazioni (2), i tre potenziali scalari sopra detti si
possono definire in modo univoco.

Innanzi tutto, in conformitd con la definizione della fuunzione B,
si ha subito esplicitamente:

2av® 4 v - grad v*

2y — 1)( o -+ div v)

12
33--51) +

vy—1

La tunzione ¢ rigulta poi determinata completamente da un punto
di vista geometrico, ricordando che le d=cost. sono le equazioni delle
superficie di Lams definite dai campi vettoriali v e rotw.

Infine per la terza funzione y si ottiene, moltiplicando ambo i
membri della (5) scalarmente per grad ¢ 7):

p(grad ¢)* 4 grad B - grad =0
e quindi:

grad & - grad ¢
(grad ¢

Questo mostra come i tre potenziali Jdi Moxcw non siano fra di lovo
indipendenti ma anzi come uno di essi, p, possa scriversi in funzione
degli altri due ¢ e &B.

In base a quest’ultima osservazione la relazione (5) diventa:

d off - grad .
v= (g»a?q‘?m i;&i grad ¢ — grad a‘B)
gre

¢ quindi, vicordando la nota formula del doppio prodotto vettoriale:

_(grad B X grad ¢) X grad ¢
B (grad ¢)*
e quindi
B =—pd con p = cost.
7) Ni ricordi che, essendo rot o> wv=y grady, si ha:

v-gradd =0.

[90] Meccanica dei fluidi e fisica matematica tra ricerca e insegnamento



SU UNA CLASSE DI MOTI NON STAZTONARI DI UN GAS PERFEITO 7

Si arriva cosi a provare quanto detto alla fine del n. 1, in quanto
il problema dello studio dei movimenti rotazionali non stegionari a linee
di flusso permanenti ¢ ridotto alla determinazione delle due sole fun-
zioni incognite ¢ e &B. Le equazioni che tali funzioni debbono soddisfare
sono evidentemente quelle che si deducono dalla (2y) una volta che in
essa vengano introdotte le espressioni di ¢ e di v in funzione di & e ¢.

In tal modo si generalizza il procedimento usato mnel caso staziona-
rio irrotazionale con Pintroduzione del potenziale di velocita; tuttavia
omettiamo di trascrivere le equazioni in ¢ e & poché esse risultano
assal complesse e non sembrano facilmente trattabili.
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Hstratto dal volume XXXV (1965)
dei « Rendiconti del Seminario delle Facolta d&i Scienze dell Universita di Cagliari »

Pertarbazioni piane di un moto unidimensionale
in magnetofluidodinamica (*)

Nota (**) di ANTONIO MELIS

INTRODUZIONE

Diversi Autori hanno osservato come nello studio di problemi di ma-
gnetoaerodinamica, di per sé cosi complessi, sia utile gtabilire una analogia
con problemi della aerodinamica ordinaria. Cio naturalmente in generale
non & possibile, ma vi & una varietd di casi in cui, mediante la introdu-
zione di grandezze definite in maniera opportuna, le equazioni che reg-
gono I’un problema sono del tutto simili a quelle rignardanti gas non con-
duttori !. Ci si trova appunto di fronte ad una situazione di questo genere
quando si intraprende lo studio del movimento piano di un gas ideale,
perfetto conduttore dell’elettricitd, soggetto ad un campo magnetico tra-
sverso ?): il problema viene facilmente ricondotto ad uno di aerodinamica
ordinaria per un gas ideale non isentropico.

Essendomi proposto lo studio di problemi magnetoaerodinamici di
questo tipo ho studiato, in una mia precedente Nota?), moti piani non
isentropici e non stazionari di fludi comprimibili ordinari.

In questo lavoro considero il caso magnetoaerodinamico: supposto
unidimensionale il moto base, esamino il moto prossimo a questo dovuto

(*) Lavoro eseguito nell’ambitr delVattivitih dei Gruppi di ricerca matematici
del C.N.R.

(**) Presentata alla Redazione dal Prof. G1userrPr AYMERICH il 26 ottobre 1965.

1) Si veda, ad esempio, H. Grap: « Reducible Problems in Magneto-Fluid Dyna-
mic Steady Flows» (Reviews of Modern Physics, Vol. 82, 1960, pag. 830), M. M1rcu-
NER: « Magnetohydrodynamic flow with a transverse magnetic field » (The Magneto-
dynamics of Conducting Fluids, D. Bershader RKditor, Stanford University Press,
1959, pag. 61).
~2) Bi veda A. A. BLaNK-H. GrAD: ¢ Fluid Dynamical Analogies» (Notes on Ma-
gneto-Hydrodynamics, VII‘ Inst. Math. Sciences, New York University, 1958).

3) A. MEL1S: ¢ Su alcuni moti piani non isentropici e non stazionari di un fluido
comprimibile» (Rendiconti Sem. Fac. Scienze Univ. Cagliari, XXXIV, 1964).
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2 ANTONIO MELIS

ad una perturbazione bidimensionale, inizialmente assegnata, di qualche
grandezza fondamentale, ad esempio del campo magnetico.

Nel n. 1 faccio alcuni richiami di carattere generale. Nel n. 2 scrivo
in maniera conveniente le equazioni del moto, supposto isentropico, intro-
ducendo quali incognite del problema la velocita locale del suono a, le due
componenti della velocitd u e v e la «entropia fittizia» S, =B/p (rap-
porto fra l'induzione magnetica e la densitd). Scrivo poi le equazioni per
le piccole perturbazioni piane di un moto unidimensionale arbitrariamente
assegnato. Nel n. 3 tratto il caso particolare in cui il moto base & un'for-
me e metto in evidenza la possibilitd di perturbazioni delle grandezze
termodinamiche ¢ magnetiche che lasciano inalterato il campo di velocita.

B'noto *) clie le equazioni che reggono il movimento piano di un fluido
ideale comprimibile perfetto conduttore dell’elettricita, in presenza di:
un campo magnetico ovunque ortogonale alla velocita delle particelle
(transverse flow) si- possono scrivere come segue:

1) e %‘t' + Vpy =0
(2) % v =0
(3) 2o

@) B =0

(®) p = plp;, S).

In queste equazioni g=u(z, y, t)i+v(®, ¥, t)j rappresenta la velocitd
della generica particella, p la densitd ed S & Ventropia specifica (per unita
di-massa); le grandezze con asterisco S, e p, sono rispettivamente il rap-
porto B/p tra induzione magnetica e densitd e la «pressione totale»
data da:

p°S;

. 5
(6) Py = Dlp, S)+2p=p(p, S) + o

In particolare la (3) esprime la: circostanza fisica che lentropia 8,

4) TI. Grab, lavoro citato.
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PERTURBAZIONI PIANE DI UN MOTO UNIDIMENSIONALE, }CC. 3

legata alla pressione p ¢ alla densitd p dalla equazione di stato (B), si
mantiene inalterata-per ogni singola particella in quanto il fluido & stato
supposto non conduttore del calore. Non gi deve escludere il caso assai
signilicativo in cui il valore dell’entropia & uguale per tutte le particelle
(moto isentropico): tale eventualitd sard realizzata se all’istante iniziale

N

la distribuzione dell’entropia & uniforme in tutta la massa gassosa.

Anche Sy, il cui comportamento & regolato dalla equazione (4), non
varia per ogni particella in moto, con valore in generale diverso da parti-
cella a particella. ‘

A parte la presenza della S, con la equazione (4) ¢ Vintroduzione
della p, in luogo della p, & evidente Panalogia del sistema di equazioni
sopra scritto con quello che regge il moto di un fluido ideale ordinario
(non conduttore). Come & stato osservato dagli Autori gia citati, diventa
ad esso identico, a prescindere dalla equazione di stato, quando si verifica
uno dei casi seguenti:

I) 8, =cost.
1I) S =cost.
1IT) 8, =48,(8).

In ciascuno di questi casi infatti p, diventa funzione di due sole altre
grandezze: la (6) & la relativa « equazione di stato » che esprime p, attra-
verso p ed 8 (I e IIT caso) ovvero p ed 8, (II caso).

S R

Ponendomi nella situazione IT del n. 1 intendo esaminave le piceole
perturbazioni piane isentropiche di un movimento unidimensionale pure .
ad entropia costante. Poiché p si esprime attraverso o nel modo seguente:

p = Kp'
con K e y costanti, la (6) diventa:
¢S,

— i =
o= Lo 4

ed indicate con @ ed A rispettivamente la velocitd locale del suono e la ve-
Jocita di ALrvin, si ha:

(T5) e g2 — g2y g2
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dove
SZ
(72) a® = Kypr™, (Ts) L jg'

Si osservi ora che:

vm_ﬁﬁv +e“vs

per cui, tenuto conto della (7,) e della (73),
1 a? A4*
- =% + S5 V8.
o Ve . Ve 5% V5

D’altra parte, in virtu della (7,) si ha:

1 2
;VP—;:‘:HV
e quindi:
1 2  a? A?

Sempre dalla (7,) si ottiene infine:

per cui, in luogo della (1) e (2), si pud scrivere:

dg 2 a? 4
(8) =71 ?Va VS
a
©) 2£+<y—1)a(V-q>:0

alle quali va naturalmente associata l'ulteriore equazione:

dSe
(10) =0,

Le (8), (9) e (10) costituiscono un sistema di equazioni differenziali
contenente come incognite le componenti di g, la velocitd del suono a e la
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<« entropia fittizia » S, e sard questo il sistema che verra utilizzato per
lo studo dei moti di cui si & detto all’inizio di questo paragrafo. Natural-
mente i coefficienti della equazione (8) debbono intendersi espressi attra-
verso @ ed S, ; cid si ottiene se si tien conto che, per la (7;), si ha:

1

_(02\:
0= KY)
1

1
Sz a? = ., Sz (a )Y“l
2 2 — 42
4 u(ls’v) o mEe s Ky

Per studiare i movimenti retti dalle equazioni (8), (9) e (18) prossimi
ad un moto unidimensionale si pud porre:

€ quindi:

w=u(w, t)+u'(z, y, t); v=2'(a, y, t);
a=a’(w, t)+a' (o, y, t); Sy =82 (2, )+ 8, (=, y, t)

dove le grandezze contrassegnate con lindice ° viguardano un assegnato
moto base unidimensionale (con velocitd ovunque parallela allasse #)
mentre quelle con indice 1 sono delle « piccole perturbazioni» di queste
grandezze, di cui si possono trascurare le potenze di grado superiore al
primo. Le equazioni per il moto perturbato sono allora:

| Bu SL

Lou’ 08
o T —i—u%—{- +N 3. T

M °3a° | (N asg R AN AR A P
+K o+ (5 +Ka_s‘>a_ (W) 2 |8

%

aa) ox da) 2z

vt 1

1y |5+ ~~v+M" —I—N“aSy 0
NCLs dut | vt Lu
oSt w0+ ) — e (B 20— pe b = o
? : PRVLL

dr

dove per brevita si & posto:

M(a, S*):Y_l[a—{—
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Ovviamente con lindice ® si somo contrassegnate le determinazioni di
M, di ¥ e delle loro derivate in corrispondenza all’assegnato moto base.
11 sistema (11) si presenta del tutto simile, a parte le espressioni dei coef-
ficienti ¢ la presenza del termine lineare in S mnella prima equazione,
a quello da me gia trattate nella Nota precedentemente citata.

Interessa notare come Pultima delle (11), che stabilisce che 8, si man-
fiene costante lungo ciascuna traiettoria dell’assegnato moto base, con-
sente di determinare la forma della St stessa una volta che se ne siano
fissati i valori iniziali ed al contorno. Pertanto la §! deve ritenersi asse-
gnata nelle prime due equazioni e cio sta a significare che in generale
il problema si riduce alla determinazione delle sole tre funzioni incognite
w!, vl e @, definite dalle prime tre equazioni (11).

=

Intendo studiare in particolarve il caso in cui il moto base & unifox-
me. Se U, «¥ ed 82 sono le determinazioni, tutte costanti, della veloeita
delle particelle, di quella del suono e di Sy, le equazioni che reggono il

moto perturbato, nellordine di approssimazione detto in precedenza, sono:

dut du' o OQS
2t +U ox + + N =Y
da* o0 8!
U M° - =0
+ 1— 3y + N Sy
2( 02— e (G ) =0
ox 2y
a8t a8:
ot U oz =0

Con la sostituzione di varviabili di chiaro significato cinematico:

r—Ut

ur?
Il

‘I H
R~
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si ricava:
a“ o+ a&(M% + N8y =0
1
%% + %(M“al—}— N°S1y=0
(12)

al
22— 12+ 2) =

as:

ot =0

Innanzitutto si vede che 8! unon dipende dalla variabile © e pertanta
essa coincide con la sua determinazione iniziale. Kliminando «' ¢ ! dalle
prime tre equazioni si ottiene:

21 . 2 32
T _ T =L oaare 4 3o < 2 + 5 2 )
P 2 . o

da cui:

2%a® ot Y — 1 0 1
(13) Fr a%Aat = 5 N°AS!

Il problema viene cosi condotto alla risoluzione di una equazione dif-
ferenziale del tipo di D’AreMBERT, non omogenea, nella funzione incogni-
ta ¢’ Le componenti della velocitd di perturbazione ' e vt potranno poi
ottenersi con una semplice quadratura.

Si vede, conformemente ai risultati riportati da K. O. Frrzpricus in
una ormai classica Nota?’), che nel caso di moto trasverso in esame la
velocitd di propagazione delle perturbazioni & data da:

a0 = Va4

che in questo caso di moto base uniforme non dipende dal posto.
Pin in dettaglio i1 procedimento che si porta seguire per risolvere
questo problema & il seguente:

ricordando che nellordine di approssimazione tin qui adottato si ha:

— 1,
e=tpat e Si=(B— 80

v

5) X. O. ¥FrieoricHS-H. KraNzir: « Nonlinear wave motion » (Notes on Mague-
to-Hydrodynamies, VIIX, Inst. Math. Sciences, New York University, 1958).
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ia soluzione eorrispondente ai dati iniziali:
BE m, 0=1CE n), & M 0)=9gE M)
{f e g funzioni assegnate) si otterra cercando la soluzione dell’equazione:

2,2 p—
%—g% — ag’Aal = I?} NOAF(Er 7))

soddisfacente la condizione:

si & posto F(E, n)= 56-(]“——6’3 9)
—1a’
al(E) s O)ZL’z‘_“ a{g(&’ 7])

Tie espressioni di B! e di ¢! sono allora le seguenti:

al
B 1, 9= ¢ [FE M+ g %
2 p°
\01(57 ", T) == m Z{O a*

alle quali vanno associate:

ul(E» m, 1) :—/ (M“a'l -+ NS: )g)dt -+ D14 &; 7’)

T

vi(E, M, 1) = f (M°a* + N°8} ), d= + DE, 1)

0

dove ©f e 6) rappresentano ovviamente le determinazioni di u' e v' allistan-
te 7=0.

Una soluzione particolare del sistema (12) si ha per w'=v'=0. Si
ottiene:

dat 0. ?S‘

Fr ac':O;
a 0,1 0 QL a 0,1 0 QL
a-E(Ma + N°S!) = 0; 5;)(Ma + N°St)=0;
¢ quindi:
< - y—14%
\14) a -——Twsi
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Cio significa che pud aversi un moto uniforme senza che sia tale it
campo magnetico e la densitd delle particelle ed anche questo fatto trova
riscontro nell’aerodinamica dei gas ordinari in cui ad un medesimo moto
uniforme possono corrispondere diverse distribuzioni dell’entropia e quindi
della densita.

— Osservagione —

Senza entrare in merito al problema al contorno che qui non viene
posto, si pud osservare che la espressione (14) pud essere utilizzata per
risolvere il problema generale: detto infatti ¢(E, n, ©) Pintegrale generale
della omogenea associata all’equazione (13), la soluzione richiesta sard
data da:

a'= CP(E) U 1)_}_&1

soddisfacente la condizione:

y—1a®

* a'§, 1, 0) = T < 9E, ).

Ricordando allora che M°a'+ NS, =0 si avra:

. f ¥ dr+6w<s, "

vt ——fM" F ds D, )

dove q; & naturalmente la espressione che si ottiene per ¢ una volta che sig
soddisfatta la condizione (*).
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Esiratto dal volume XXXIX (1969)
dei « Rendiconti del Seminario della Facoltd di Scienze dell’'Universita di Cagliari»

LA RIFLESSIONE DI UN’ONDA DI RAREFAZIONE
SU DI UNA PARETE FISSA

Nota (*) di A. MELIS ¢ F. TESTA

Sunto - Vedi n. 1.

1. Un gas perfetto ed ideale & contenuto in un tubo rettilineo terminato
da una banda da una parete fissa e dall’altra da un pistone scorrevole a
perfetta tenuta.

E noto che se il pistone viene posto in movimento in modo da allon-
tanarsi dalla parete fissa, in seno al gas in quiete si propaga un’onda di
rarefazione le cul modalith dipendono, oltre che dalla natura del gas, dalla
legge oraria del moto del pistone. In particolare se questo si muove di moto
uniforme (si deve allora pensare ad un brusco passaggio, nell’istante iniziale,
dalla quiete al moto) I'onda che si genera & del tipo a centro, la cui rappre-
sentazione analitica & particolarmente semplice.

Si vuole indagare sul movimento che anima il gas a partire dall’istante
in cui il pistone vien posto in moto, tenendo conto che l'onda di rarefazione,
raggiunto l'ostacolo costituito dalla parete, si riflette su di essa ed il movi-
mento del gas, che nella prima fase era di onda semplice, viene notevolmente
perturbato.

Questo problema, le cui applicazioni riguardano particolarmente la ba-
listica interna e che presenta notevoli analogie con quello riguardante il fun-
zionamento dei cosiddetti « pulsogetti », & stato trattato diffusamente da
Stanyukovich (*). Questo Autore ha studiato il moto del gas utilizzando

(*) Presentata alla Redazione dal Prof. G. Aymerich il 24 giugno 1969.

(1) K. P. SrtanvukovicH: Unsteady motion of continous media, pagg. 176-182
(Pergamon Press, Londra 1960). Sullo stesso argomento si veda anche: L. D. LANDAU -
E. M. Lirsuirz: Fluid Mechanics, pag. 386 e segg. (Pergamon Press, Londra 1959).
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la soluzione generale di una equazione differenziale del secondo ordine alle
derivate parziali dedotta dalle equazioni del moto mediante una classica
trasformazione di Legendre. Ha fissato particolarmente la propria attenzione
sulla determinazione della linea oraria della testa dell’onda di rarefazione,
individuandola in maniera rigorosa dopo la prima riflessione sulla parete;
non ha invece espresso in modo esplicito la soluzione nei punti appartenentl
alla zona di penetrazione.

Nella presente Nota invece il movimento causato dalla riflessione del-
I'onda di rarefazione sulla parete viene studiato pensandolo come dovuto
alla penetrazione nell’onda incidente di un’altra onda, simmetrica rispetto
alla parete, propagantesi in verso opposto. Questo criterio, che sembra fisi-
camente pilt significativo, fa ritrovare, fra l'altro, tutti i risultati ottenuti
da STANYUKOVICH e consente di suggerire un metodo numerico per la deter-
minazione della soluzione in ogni punto ‘della zona di penetrazione; inoltre
lascia intravedere procedimenti, almeno approssimati, che si possono seguire
qualora la riflessione avvenga su di una parete mobile.

Le riflessioni successive, sulla superficie del pistone mobile e su quella
della parete, non vengono neanche qui prese in esame in quanto il loro
studio sembra invero molto complesso. Si riesce tuttavia ad indicare un
caso notevole in cui l'onda, dopo la prima riflessione sulla parete, non rag-
giunge il pistone e qu1nd1 si propaga indisturbata sempre nella medesima
direzione.

2. Le equazioni che reggono il moto unidimensionale non stazionario
di un gas perfetto, non viscoso e conduttore del calore, scritte in forma
adimensionale, sono:

@u au 2 dc

(1) 9t + ax —:1 Cé‘)‘c—‘:O
2 dc dc du
(2) BRI o
v—1 {8t+u8x} o x =0

In esse & x=x/L, t=t/T, u=u/V, c=c/V, dove x, t, u e ¢ sono rispetti-
vamente la ascissa su di un asse diretto come il moto, la variabile tempo, la
velocita del gas e quella locale del suono; L, T, e V sono grandezze di riferi-
mento omogenee con i numeratori delle frazioni in cui esse figurano per cui
x, t, u e ¢ sono grandezze adimensionali. Poiche, per quanto si dira in seguito,
conviene scegliere come grandezze caratteristiche del fenomeno la pressione
po € la densita po del gas all’istante iniziale ed il tempo to che 'onda di rare-
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fazione impiega a raggiungere la parete fissa, conviene assumere:
T=to, V=(po/e)'", L=1o(po/p0)".

Si & supposto poi, come sembra naturale, che il comportamento termodina-
mico del gas sia adiabatico per cui, indicate con p e p la pressione e la
densita adimensionali, valgono le relazioni:

(3) p=0"; c=Vdp/de=frp/e

con v esponente adiabatico, per sua natura adimensionale. Dalle (1) e (2),
una prima volta sommando membro a membro ed una seconda sottraendo,
si ricava:

0 d 2
[é—t+(u+0)a} (u+ o C]—O,

d d 2 .
[E_); +(u-c)a] (u—— I c)—O,

Se si interpretano gli operatori differenziali fra parentesi quadre come deri-
vazione rispetto al tempo effettuata da due osservatori che rispettivamente si
muovono con velocith u4-c¢ ed u—c, st pud dire che per il primo di questi

\ . , . 2 . ,
si mantiene costante l’espressione u+—l ¢, per il secondo Valtra espres-
v —
. 2
sione u— —— c.
y—1
In altri termini a ciascuna linea C* di equazione dx/dt=u-+c compete

un valore 8 della combinazione u+ ~%—1 ¢, mentre ad ogni linea C~ di equa-

zione dx/di=u—c si pud associare biunivocamente il valore « che compete
alla combinazione u~—_;—_—lc‘ Come ¢ noto infatti le C* e le C~ cosi intro-
dotte sono le linee caratteristiche del sistema (1) e (2) ed « e B i relativi
invarianti di RIEMANN (%). Se uno di essi & costante, le soluzioni, che vengono
dette onde semplici, rappresentano onde di rarefazione che si propagano in
seno al gas. E su soluzioni di questo tipo che si deve ora fissare 'attenzione.

(2) R. CouranT - K. O. FRIEDRICHS: Supersonic flow and shock waves, (Interscience
Publischers. Inc. New York, 1948).
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3. Posta 'origine 0 dell’asse x di riferimento sulla parete fissa ed orien-
tato tale asse verso la regione occupata dal gas, siano rispettivamente [ e W
l’ascissa della posizione iniziale M e la velocita costante del pistone, entram-
be positive.
Le condizioni ai limiti suggerite dal problema sono:
) per t=0 u=0, p=1, p=1 in O0sx<I
) per t>0  u=W in x=Wt+I
insieme con:
[1I) per t>0 u=0 . in x=0.

La soluzione delle (1) e (2) che si adatta alle suddette condizioni ai limiti,
ad esclusione della 111, & un’onda semplice le cui caratteristiche rettilinee C~
costituiscono un fascio di rette con centro in M:

x—Il=m"t,

con m-=u—c.
Vale lintegrale primo del moto:

2 2 —
4 u+ ——c=p= — v
(4) +o3 =7V
in cui la costante all’ultimo membro & ottenuta tenendo conto delle condi-
zioni . ‘ ‘
La soluzione cercata ¢ allora:

2 —
5 U= ——m + VYY)
(5) ‘ YJFI( +VY)

v—1 2 _]
6 B
© Ty (Y“ i
o ox—1 e . .
dove m— = — varia fra i due valori estremi:
my=—Vr, m;*:%—W—\/Y

che rappresentano rispettivamente la velocita della « testa» e della « coda »
del’onda di rarefazione. [l primo di tali valori & stato ricavato osservando
che, dove u=0, & p=1 e quindi c= Vv, il secondo che le particelle a con-
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tatto col pistone posseggono la velocita W. In base a cido e ricordando che
& stato assunto come unitario il tempo impiegato dalla testa dell’onda a

N

raggiungere la parete, si ottiene anche /= V. Come & stato gid notato alla
fine del § 2 ¢ poi possibile associare a ciascuna retta caratteristica C~, e quin-

di ad ogni valore di m~, il valore a che su di essa assume la combinazione

2 .
u— ——¢. Si ha:
v—1

2 Iy —
7 a=— | 2m™ —— V )
(7) » Y+1( Ty—1""
. v 2V y L
variabile fra ou,~.:—~2~\/—1 ed a**:2W~l—\i, determinazioni che compe-
tono ad o in corrispondenza a my; e mj, .
Poiche
My — My = ;Y%:l W,

la regione angolare racchiusa dalle due rette caratteristiche estreme ¢ tanto
pilt ampia quanto maggiore & la velocita W del pistone. In corrispondenza
alla « velocita di fuga » W", oltre la quale il gas si distacca dal pistone stesso,
la coda dell’onda si mantiene sempre a contatto col pistone per cui la linea
oraria del moto di questo si sovrappone alla caratteristica di coefficiente
angolare my, . Infatti, per la (4), €:

e sostituendo nella espresione di mj, si ricava:

I
o= T W V=W

4, Per ottenere una soluzione che soddisfi, oltre che le condizioni ai
limiti I e I, anche la III esprimente il perpetuo annullamento della velocita
del gas sulla parete fissa, si pensi per un momento che la parete rigida venga
a mancare € che il tubo si estenda anche nel verso negativo dell’asse x. Se
contemporaneamente alla prima un’alira onda di rarefazione, di modalita ana-
loghe, si propagasse nel gas in senso opposto con sorgente situata a distanza
—1I dalla origine 0, il movimento che cosi si produrrebbe nel gas verificherebbe
ancora la | e 1l delle condizioni richieste e, data la sua regolarita e la sua
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simmetria rispetto all’origine, anche la III. Cio vuol dire che il movimento
del gas dovuto alla prima riflessione dell’onda di rarefazione sulla parete ri-
gida si pud studiare come dovuto alla penetrazione nell’onda incidente di
un’altra, di modalitd identiche, ad essa simmetrica. Questa & cosi caratteriz-
zata: le linee C* sono le rette di equazione:

x+l=m+*t

con m*=u-+tc; poiche¢ vale l'integrale primo:

(49 u—

i e

le espressioni di u e ¢ in funzione di m* sono:

(5 u= «;2?1 (m‘+ ~V)
® S
con m* = =—— variabile fra i valori estremi:

=V, mI*=\/Y—Y%-1

N

. 2
Infine il valore B che su ciascuna C* assume la espressione u+ ?_‘—_—16 e
dato da:

(7 B 2 (2m++i—z—’—'\f¥]

5. La « testa » dell’onda incidente raggiunge la parete fissa nellistante
t=1 e le (5) e (6) rappresentano la soluzione fino a questo istante. Per tro-
vare la soluzione valida per t>1 si suggerisce qui un metodo numerico basato
sulla costruzione delle linee caratteristiche nella zona di penetrazione e sulla
determinazione della u e della ¢ nei nodi del reticolo da esse formato (*).

() Sul metodo numerico qui adottato si veda, ad es., R. SAUER: Ecoulements
des Fluides compressibles, (Libr. Polytechnique Ch. Béranger, Paris, 1951).
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Nel seguito si useranno le seguenti notazioni: si indichera con Cp™*
la linea caratteristica individuata dal valore 8, con Ci~ quella individuata
da ax, con M, « il punto intersezione della Cn* con la Cy~ ed infine con
my . ed m;t, i coefficienti angolari, in My, «, delle due caratteristiche Cp*
e Cv™.

Si intende che a e § sono i parametri che verranno utilizzati come varia-
bili indipendenti che, nel corso del calcolo numerico, verranno assegnati in
progressione aritmetica; ossia:

ar=ost+kADa (k=0, 1, 2, ..., n)
Br=8. +hAB (h=0, 1, 2, ..., n)
con Agq=—xrT%x o dove, in virtlh della simmetria della soluzione rispetto
all’origine, deve porsi: A= — Awa. Si deve innanzitutto determinare la linea

oraria della testa dell’onda riflessa, ossia la caratteristica Cot della zona
di penetrazione.

Per dare delle formule che consentano di calcolare numericamente le
coordinate del punto M, ; della Co*, appartenente anche alla C,~, si pud pro-
cedere come segue: detti Bo ed oy i valori di B ed a corrispondenti rispetti-
vamemnte alla Co*™ ed alla C,~, le determinazioni di u e ¢ in My, ; sono:

1
Up, 1= 5 (B(H’!IJ)

—1
Co, 1= %“ (Bo— ot1)
per cui:

m&ﬁz%RY+IMrH3*YMJ

I punto Mo, viene allora determinato come intersezione della retta di
coefficiente angolare mg, uscente dal punto My o=(x0,0=0, fo,o=1I/V ), con
la retta C;~ il cui coefficiente angolare, in virtd della (7), & dato da:

__1fy+t 33—y

Si ottiene:
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[4+md it o—Xo0
Xo 1 =my — ———— +1
mo’j—f’nl

I+ mg to,0—Xo,0
fo1= ——(—————
Mg, —my

In modo analogo, partendo da Mo,;, si pud determinare Mo, e cosl via
fino a costruire per punti, come si voleva, la Cp*. Il suo generico punto
M, « ha le coordinate:

_ g e bo, k11— X0, k-1

0 k= Mo —my B
(8)
Mg o, k-1 L —Xo, -1
to, k= o -
My — Ny,
dove:
1.
my = 4 [(1+v)Bo+ (3—v)al,
(9

R ot S s NV oy _
mk‘—z( 2 ok FY IVY] (k=0, 1, 2, ..., n).

Naturalmente la spezzata che cosi si ottiene approssima tanto maglio la
Co" quanto pitt grande & il numero n di intervalli in cui viene diviso otsx— ot
Le determinazioni di u e ¢ in Mo, sono poi:

Mo, k= ; (Bo+ oce)
(10)

y—1
Co, k— LI (Bo—(lk)

le quali forniscono, a parte un cambiamento di segno nella espressione di
o« , i valori di u e ¢ anche nel punto My,o della Co~ simmetrica della Co*.

Le formule (8) sono state trovate facendo uso delle (5), (6) e (7), ossia
usufruendo della soluzione nella regione di onda semplice che ha per confine
la Co*. Per determinare le successive caratteristiche e quindi il reticolo da
esse formato si pud procedere con criterio analogo a quello gia esposto,
utilizzando perd, in luogo delle (5), (6) e (7), le formule approssimate (8),
(9) e (10) e quelle che ne prendono il posto via via che si procede nel
calcolo. Si ottengono, in corrispondenza al generico nodo My« le seguenti
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formule risolutive:

1
Up, k= 5 B+ o)

Y1

1 (Br— o)

Ch, k=

Xn k=m0 (th, o —th, k1) 4+ Xn, 1t

m,ﬁ wbh, ket — My g bt o= Xn, k-1
T =
My =My,

th, k=
dove

My = i [(14+v)Bs+(3—v)aw]

M=y [ =B (e,

Si possono fare le due seguenti osservazioni:

N

I) nelle formule precedenti & possibile far comparire unicamente il
parametro o nelle sue determinazioni o ed o , tenendo conto che Bi= —oy ;

IT) la soluzione, come il lettore pud facilmente verificare, si pud
scrivere facendo comparire soltanto le determinazioni di tutte le grandezze
nei nodi M, x per i quali ¢ h=<k, ossia nei punti di ascissa non negativa.

6. Le figure (1) e (2) illustrano i risultati che si sono ottenuti appli-
cando il metodo ora indicato, avendo scelto y=1,4 (aria).

La fig. 1 risulta dall’aver supposto W=1. In essa la retta segnata a
tratto pilt marcato rappresenta la linea oraria del moto del pistone. L’istante
© in cui il fronte della onda riflessa raggiunge il pistone & dato da ©=2,16.
In corrispondenza alla zona (A) si ha la quiete, la zona triangolare (B) rap-
presenta l'onda di rarefazione, la regione (C) corrisponde a moto uniforme
con velocitd delle particelle uguale a quella del pistone (onda stazionaria) ed
infine la (D) rappresenta la zona di penetrazione. Essa invade tutta la re-

2V

gione 0=x=/, d’accordo col fatto che, se W= ;ﬂ:0,98601, ¢ mz,=0

Nella regione angolare (E) delimitata dalla linea ondulata e dalla linea oraria

L'opera di Antonio Melis - Ristampa anastatica della produzione 1955-1999 [115]



10 A. MgLis - F. TESTA

\\ T )
(%] -7 /:
L \

// (€] _/

—

\ & D
e A e

=0T
=A S

N

33

w__
\
\
\
\
\
\
\
\

(F)

25

YNA

\ \
05 /
; Vd
! 0 D.!’ | 13 2 2 3
Fig. 1

del pistone la soluzione non & nota, verificandosi per t=< una ulteriore ri-
flessione sul pistone mobile dell’onda semplice (F).

La fig. 2 & stata ricavata supponendo che la velocita del pistone sia
uguale a 5, cio¢ assai prossima alla velocita di fuga W" che, nel nostro
caso risulta uguale a 5,91. In essa non si notano pitt le zone analoghe alla (C)
ed alla (E) della figura 1: la (C) non compare perché, come si & gia mostrato,
per W=W" la coda dell’onda di rarefazione si mantiene sempre a contatto
col pistone; la (E) sparisce in quanto in questo caso l'onda riflessa non rag-
giunge la superficie del pistone. Cid perche, per W=W", mg = W". Infatti:

M= NG, — (4 pad = 5 [G—DW+2V7]

e quindi:
. 2Vr
lim my,= ~f\'/—~ =W
W W* Y — ].
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Estratto dal volume XLII (1972)
dei « Rendiconti del Seminario della Facolta di Scienze dell’Universita di Cagliari »

SU ALCUNI MOVIMENTI DI UN ELLISSOIDE ROTONDO
CON CAVITA COMPLETAMENTE RIEMPITA DI LIQUIDO

Nota (*) di ANTONIO MELIS e BENEDETTO PIRAS (**)

SuNTO - Si formula il problema generale, di interesse geofisico, del moto rispetto al ba-
ricentro di un corpo ellissoidico con una cavitd completamente riempita di liquido.
Ci si sofferma in particolare su di un caso significativo in cui si riscontrano, tra i
movimenti possibili, precessioni regolari.

SUMMARY - The general problem is formulated of the relative motion about the mass
center of an ellipsoidal rigid body containing a fluid in a cavity. Particularly, be-
tween all possible motions, regular precessions are studied, which have interesting
geophysical applications.

1. Nello studio del moto della Terra, in patticolare della sua precessione
e delle relative nutazioni, si & condotti ad analizzare i possibili moti di alcuni
modelli di corpi non omogenei, la cui distribuzione materiale & suggerita dalle
attuali conoscenze della geofisica. Un modello possibile & quello costituito,
grosso modo, da due parti: l'una, detta nucleo, di forma ellissoidica, che si
estende dal centro fino a circa 3500 chilometri e che, a parte un nodo centrale
solido, ha un comportamento analogo a quello di un liquido nel senso che at-
traverso di essa non si trasmettono le onde sismiche trasversali; Ialtra, il man-
tello, che si estende fino alla superficie, il cui comportamento & invece simile
a quello di un involucro solido ).

VOLTERRA, in una serie di Note i cui risultati sono stati poi da lui stesso

(*) Presentata alla Redazione dal Prof. G. AymEericH il 16-2-1972.

(**) Lavoro eseguito con contributo del C.N.R. nell’ambito del Gruppo Nazionale
per la Fisica Matematica e per le Applicazioni della Matematica alla Fisica ed alla
Ingegneria.

1) Vedi ad esempio: H. Jerrreys: The Earth. (Cambridge University Press, 1970).
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raccolti in una classica Memoria?), ha studiato gli effetti prodotti da moti
interni di parti rigide sulla rotazione libera o forzata di un corpo solido, svilup-
pando anche le teorie rivolte ad interpretare il moto del polo terrestre e la
conseguente variazione delle latitudini.

Recentemente MOISEYEV € RUMYANTSEV %) hanno affrontato problemi ri-
guardanti il moto di corpi con cavitd riempite totalmente o parzialmente di
liquido, allo scopo di trarre indicazioni sul comportamento di sistemi mecca-
nici con serbatoi di carburante. Hanno rivolto in particolare i loro studi alla
ricerca di criteri di stabilita per alcuni movimenti particolari.

In questa Nota, seguendo I'impostazione generale di VOLTERRA ed utiliz-
zando i procedimenti seguiti da MOISEYEV ¢ RUMYANTSEV, ci proponiamo di
studiare movimenti di un corpo di forma ellissoidica costituito da un involu-
cro rigido riempito completamente con un liquido non viscoso, caratterizzan-
do, quando possibile, le forze esterne che 1li provocano, a prescindere dal
moto del baricentro del sistema. Ci riserviamo di confrontare successivamente
i risultati qui ottenuti con quelli cui sono pervenuti altri Autori in riferimento
al problema del moto della Terra. Cid anche in vista di ulteriori ricerche
che intendiamo condurre su tale argomento.

2. Volendo studiare, come abbiamo detto nel paragrafo 1, il moto ri-
spetto al baricentro di un sistema materiale costituito da un involucro rigido
compreso fra due ellissoidi omotetici la cui cavita sia riempita completamente
di liquido *), dobbiamo utilizzare, insieme con il teorema del momento delle
quantita di moto, le equazioni suggerite dalla meccanica dei fluidi incompri-
mibili non viscosi. Indichiamo con w={(w; , w2, wy) la velocita angolare dell’in-
yclucro, con n il versore della normale esterna alla parete = della cavita e con
r il vettore di posizione spiccato dal baricentro G. Se il moto del liquido fos-
se irrotazionale con potenziale di velocita ¢, tenendo conto che su X deve
essere:

dp —_ - —
gn——w X rn

2) V. VoLterrA: Conférences sur quelques questions de mécanique et de physique
mathématique. Rotations des corps dans lesquels existent des mouvements internes. (Gau-
thier Villars, Parigi 1938).

3) N. N. Moisevev - V. V. RUMYANTSEV: Dynamic stability of bodies containing
fluid (Springer Verlag, New York 1968) .

%) Questa circostanza fa si che la distribuzione delle masse non venga modificata dal
moto relativo del liquido, per cui il baricentro del sistema occupa sempre la stessa posi-
z.cne rigpetto all’involucro ed i momenti principali d’inerzia del sistema stesso, calcolati
rispetto al baricentro, rimangono inalterati.
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si avrebbe %):

: b*—¢& n = Z+a2 bzwx
o(x, v, z, )_b2+czw1yz cz-l—azwzx W 3XY

dove a, b e ¢ sono le lunghezze dei semiassi della cavita ed x, y e z le coor-
dinate della generica particella rispetto ad un sistema di riferimento con ori-
gine in G e coincidente con gli assi principali d’inerzia.

Se invece la velocita v del fluido & data da:
(1) v=grad®+a X r
con ®=®(x, y, z; ) e Q=0(t)9), 1a condizione su ¥ diventa:

dd
n -—(w Q)Xr n

per cui:

b—¢ ct—a a—b
(2) (I)(X, y, 2, t) = m ((,01 —.Ql)yz—i— CZ_—l-? (wz—‘Qz)Zx —I— EZ—W ((,03 —-Q;)Xy‘.

In questo lavoro, conformemente a quanio suggeriscono gli Autori citati
nella nota (3), prenderemo in considerazione soltanto moti di questo tipo.
Si puod sin d’ora notare che, data la rotazionalita del moto, se tutte le forze
che agiscono sul fluido sono conservative vale, per il vettore £, la seguente
equazione di Helmholtz:

(3) Qfrot (@ X 7)=0

esprimente la ben nota proprietd che le linee vorticose sono costituite sempre
dalle medesime particelle fluide.

Tenendo conto delle (1) e (2) si dimostra che il momento K delle quan-
tita di moto del sistema, calcolato rispetto al baricentro G, & dato da:

) K= (8; 46"+, — 0"

dove:

8 = tensore d’inerzia dell’involucro rigido, di componenti principali A,
Bie Ci;

) Per quanto esposto in questo paragrafo si veda il testo citato nella nota (3).
6) Un tale moto viene detto da MOISEYEV e RUMYANTSEV vorticoso omogeneo in quan
to il vettore rot v = 2Q dipende soltanto dal tempo, ma & lo stesso per tutte le particelle
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0, = tensore d’inerzia della massa fluida M,, di componenti principali A,
By e Cr;
0" = tensore (del « corpo solido equivalente ») di componenti:
e* - ME, (b2~c2)2 . e* - A_4£ (Cz—az)z s e* . Aﬁ (az_bz)l
"5 pyd 0 TP s 242 0 TP 5 24

(5)
0*,';':0 (i=j; i=1, 2, 3; j=1, 2, 3).

Detto M. il momento rispetto a G delle forze attive esterne vale allora la
equazione:
K=M.

per cui si ottiene:
o du Ldo - o o
© O -0 N X 0096+ (@071 =T,

dove ora le derivate temporali sono calcolate rispetto al sistema solidale degli
assi principali d’inerzia. '

E sulle equazioni (3) e (6) che d’ora in avanti fisseremo la nostra atten-
zione.

3. Riteniamo conveniente, anche in vista di una eventuale applicazione
a1 problemi di geofisica cui si &€ accennato all’inizio di questa Nota, decomporre

il vettore £, che rappresenta la « vorticiti » del fluido, nel modo seguente:
(7) OQ=w+n
dove il vettore 1 cosi introdotto ¢ la « vorticita » del liquido relativa all’invo-
lucro.
Con la sostituzione (7) la (4) diventa:

K= 0w+ (8,—0)

in cui 0=0,406, ¢ il tensore d’inerzia del sistema complessivo, mentre la (2)
porge:

, i e—a @b
(27 Dx, y, z; H=— [mz myz+ mn22x+ mmxy ]
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Le equazioni (3) e (6) assumono cosi la nuova forma:

, dw  dn
(39 E+E+w><n+rot[(w+ﬂ)><ﬂ 0
7 dw n
(6" +(92 ) +w><[9m+(ez—e)n] M.

dove ora, come nella (6"), anche nella (3") figurano le derivate rispetto al
sistema di riferimento solidale con la crosta.

Proiettando ambo i membri delle equazioni precedenti sugli assi princi-
pali d’inerzia e tenendo conto della (1) e della (2") si ottengono le sei equa-
zioni scalari:

(do  dne _ 2@ 220G b)
it T @ T AR YT 2 YT i@t )

dw, | dnp 207 2 _ 2@ —c)
it Tt TRt YT B2 YT Ryt s B

dwy  dmy 2 0 22 0 20(b’—a’)
it T @ T AL e e pa ar gy i

dw; 4 b*?  dm

hgp Tyihgya g T Dt
(8) +gMz(%ihhﬂ3*czc_i_—aazwsz =L
+ g M, (%wml— %wmz] =M

ch‘*t“+ * v j’_szz dd’;] +(B— A)wiwn+

4 c’a b’c
+ 5 (g om g m | =

nelle quali A, B e C sono i momenti principali d’inerzia di tutto il sistema
come rigido ed L, M ed N rappresentano le componenti del momento risul-
tante delle forze attive esterne rispetto al baricentro.

Si pud subito osservare che se a=b=c ed A=B=C (simmetria sferica)
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dalle prime tre delle (8) si ricava:

dw  dn

b -{@ X n=0
ossia:
;—F;]:O
Poiche risulta:
=0
si ottiene, da (1):
v=0 X r:

il liquido si muove come una sfera rigida di moto rotatorio uniforme intorno
ad un asse per il centro. Dalle rimanenti equazioni si ricava poi, con sem-
plici sostituzioni:

dw
AIE_ME'

il moto dell’involucro che, come prevedibile, non viene influenzato da quello
del liquido, & quello di una sfera rigida fissata nel centro e soggetta alle forze
esterne di momento M, .

4. Fino a quando non si precisa la natura delle forze agenti e quindi
I’espressione del loro momento M., & ovviamente impossibile dedurre, dal-
I’esame delle equazioni (8) anche soltanto alcuni caratteri del movimento.
Poiché d’altra parte, anche specificando il tipo delle forze, il problema, se
non si introduce qualche ipotesi semplificativa, si presenta estremamente com-
plesso, ci limiteremo per il seguito a considerare il caso particolare, ma molto
significativo, in cui il sistema materiale presenti simmetria di rotazione, ad
esempio rispetto all’asse z. Ponendo A=B ed a=2b si ottiene allora:

D é(ﬂ @ - Z_az_ ﬁ__
dt T dt T @@ TR T g e
dun dn, o 24 ’—d
(5} 1D i + I mwml—{—wmﬂ- mﬂma
d d D '
11D % + F'T— = m(wﬂh—wmz)
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V) A % +P% +(C— A)waws+ Quins — Pusgna= L
9)
V) A‘Z—“f +p‘% (C— Ao — Qums+ Puosmu =M
d(x)g _ . 4 026‘2 » )
VD G2 =N [p_ M Q= M

dove l'ultima equazione, che mostra, come & ovvio, che la rotazione dell’in-
volucro intorno all’asse di simmetria non risente della presenza del liquido,
proviene da una combinazione della terza e della sesta equazione del siste-
ma (8).

Introducendo l'ipotesi semplificativa N=07), dalla sesta equazione risul-
ta ws;= cost.

Se vogliamo, conformemente a quanto suggerito da altri Autori che si
sono occupati del problema del moto della Terra (si veda ancora il lavoro
citato nella nota (7)) che anche ms risulti costante si dovrd imporre, per la
terza del sistema (9), l'ulteriore condizione:

W —wme=0

R. O. ViceNnTE, nella Nota richiamata, ritiene soddisfatta tale condizione
supponendo w;, w2, 1 ed 1, quantitd piccole in modo che di esse si possano
trascurare i prodotti. Osserviamo che la stessa pud essere soddisfatta, senza
farz alcuna ipotesi sull’ordine di grandezza delle quantita che in essa com-
naiono. semplicemente supponendo che risulti:

i =My
=M

con M funzione per ora arbitraria del tempo.

Cid implica che le tre direzioni, uscenti da G, individuate dall’asse di
simmetria z di versore £ e dai vettori w ed ) appartengono ad un medesimo
piano. Poiché inoltre & facile verificare che:

R X w) =0

7) Cid si verifica con buona approssimazione quando si studia il moto della Terra
sotto l’azione simultanea del Sole e della Luna. Si veda per questo: R. O. VICENTE: La
précession-nutation et la structure de la Terre (Ciel et Terre, Vol. 86, n. 3, 1970).
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anche la direzione del momento delle quantita di moto appartiene a questo
piano, conformemente a quanto accade nella precessione euleriana della Ter-
ra supposta rigida.

5. TIndicati con m. ed w, i vettori componenti sul piano equatoriale di
1 ed w risulta in ogni istante:
(10) Me= M2 .

Le equazioni del sistema (9) non ancora utilizzate assumono ora la se-
guente forma:

dw d\ 2a’ c—a
(1+)\)—l+w1d ,[ Pl m) =0
dw: dh 2a’ c—a
(1+)¥)*‘—2+ 2d 4wy (mws)\-—mmx—ﬂa] =0
A1) d d\
(A+MP) 2 4 Puy 5+ (C— Aas + Qs — Pk ] =L
d\
(A"l')\«P) e +P&)2 dt wl[(C—A)U)3+QT)3~P(A)3)\,]:]\/I

Nell'ipotesi in cui le forze esterne hanno momento nullo rispetto al ba-
ricentro (L=M=0) si pud mostrare che, oltre le prevedibili rotazioni uni-
formi della crosta e del liquido intorno all’asse di simmetria

(M =m=w;=w;=0, My=cost., wz=cost., ®=0),

i moti possibili della crosta sono di precessione.
Mostriamo innanzitutto che il parametro A deve essere costante e radice
reale dell’equazione di secondo grado:

a—ct ton g
(12) m P(ws+m3) A+ [ [C—P+ ZZ—+C7AJOJ3+

c—a

+(Q"’—m

A JT]J ] A+ (C— A+ (Q—A)M:=0.

Infatti, dal sistema (11), moltiplicando ambo i membri della seconda e della
quarta equazione per l'immaginario i, sommandoli rispettivamente a quelli
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della prima e della terza e introducendo la variabile complessa &=+ iun
si ricava:

do  _d. [ 22 e—a. ]
(1+)\,)d—t +w?d—t‘ —+ 1 [az—JrCZ (1)3)\4 P cl—}—az )\/T]J—I 2= ()

d\

dd "
(A -{-)»P)E + P& 7

—iG)['(C—A)ws—Pws)\«+ Q'ﬂa] =0.

La compatibilitd di queste equazioni richiede che sia:

(A— P) O st N E CMPJFQLCZA]M
az—{— 3 3113 P4 3
P

+(o p— CZ+ZAJm]x—F(C—A)wa—HQ—A)m}:O

. d\ .
Pretendendo che )\ sia reale deve essere allora: — =0, ossia A=-cost.

dt

e l'annullarsi del coefficiente dell’immaginaric i fornisce la (12).
Dalle equazioni del sistema (11) nelle quali si pensino sostituite, al posto
di A, le radici \" della (12), si ottiene:

wi=1I"cos (yt+ )
(13)

wy=T" sen (yt+¢)

con I' e @ costanti arbitrarie e

g . 2@ .,
_ (C—A)ws+Qns—Puwsh' _ iTa™ " Zra®

A+NP - 140

M3~

Le (13), insieme con ws;= cost., rappresentano un moto di precessione
della crosta e si osserva che, naturalmente, la presenza del nucleo liquido mo-
difica, rispetto al caso rigido, la velocita angolare intorno all’asse di figura.
E opportuno anzi mostrare come, nell’ipotesi che m; sia trascurabile di fronte

2 . . . . . .
si ritenga infinitesima del

ad w; e che la « eccentricita » del nucleo ZE

2
primo ordine rispetto all’eccentricita della Terra supposta omogenea (& chiaro
che in tal caso deve abbandonarsi l'ipotesi di omotetia fra le superfici della
crosta e della cavitd) tale velocitd viene accrescmta Infatti, in questo ordine

di approssimazione, la (12) diventa:

2 o eonzecatc-A=0
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la quale fornisce:

C—A
-—QiCJ/L-%%@f-&XC—A) Pt
)»'1 = =
, 2 B .
S MR — \__ 5Cy C A:_ 5Cy
5 MA@ —c) MAd— T G C MA@—o)

Pertanto si ricavano per y i due valori approssimati:

-4
Y:/Yl— A

\ Y2=— W3

il primo dei quali attesta l'affermazione fatta mentre il secondo rappresen-
terebbe un piccolo spostamento nello spazio dell’asse di vorticita. Tale risul-
tato & d’accordo con quello riferito da R. O. VIceENTE nella Nota citata.

6. Se le forze esterne non hanno momento nullo rispetto agli assi x
ed y, i risultati del paragrafo precedente vengono meno anche perché ora non
& pilt possibile dedurre che A & necessariamente costante. Se perd si intro-
duce questa ipotesi®), dalle prime due equazioni del sistema (11) si ricava:

F—a 2a l
[S_T]r**(cz_*_az'ﬂa—cz_{_azwa))\.
1+A

wi=A cos (5t +1)

i
w2=A sen (5t+1) ILA e U costanti

che, insieme con ws;= cost., rappresentano ancora un movimento di preces-
sione con asse individuato dal versore:

V AZ+ (8 + ws)?

8) | presumibile ad esempio che A possa essere ritenuto tale, almeno in prima ap-
prossimazione, nelle equazioni (11), qualora L ed M non assumano valori rilevanti.

9) Cid discende dal fatto che le prime due equazioni sono formalmente identiche a
quelle di Eulero che reggono il moto per inerzia di un giroscopio. D’altra parte si mostra
facilmente che le suddette espressioni di w,, w, ed w, soddisfano la condizione neces-
saria e sufficiente affinche il moto sia di precessione data da G. GrioLI nella Nota: Qual-
che teorema di cinematica dei moti rigidi (Rend. Sc. fis. mat. e nat. dell’Accad. Naz.
Lincei, vol. XXXIV, 1963, pp. 636-641).
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Tale movimento & dinamicamente possibile solo se le componenti del momento
rispetto a G delle forze esterne sono:

L=—A[(A+\P)§ —(C—A—PL\)ws— Qmn;s] sen (8t +1)
(14) M=A[(A+\P)§ —(C—A—P\)w;—Qmn;s] cos (8t+1)
N=0.

Una situazione del tipo di quella prospettata si presenta nello studio della
precessione della Terra sotto I’azione simultanea della Luna e del Sole, nel qual
caso L ed M con buona approssimazione !°) si possono rappresentare come
funzioni sinusoidali del tempo con ampiezza, fase iniziale e periodo dati dalla
osservazione:

L=y cos (ct+V) M=y sen (ct+V).
Identificando queste ultime espressioni con quelle date dalle formule (14)

¢ possibile allora ricavare il relativo valore del parametro A ed ottenere tutti
i caratteri della precessione.

0) Si veda, fra gli altri, J. M. A. DanBy: Fundamentals of celestial mechanics,
p. 296 e segg. (MacMillan Comp., New York, 1962).
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Estratto dal volume XLIII (1973)
dei « Rendiconti del Seminario della Facolta di Scienze dell’Universita di Cagliari»

SUL PERIODO DELLA PRECESSIONE EULERIANA
DELLA TERRA SECONDO IL MODELLO DI KELVIN

Nota (*) di A. MELIS e B. PIRASY)

1. In un recente lavoro?) abbiamo preso in esame il problema del moto
di un sistema materiale costituito da un involucro rigido compreso fra due
ellissoidi coassiali la cui cavita sia completamente riempita di liquido non vi-
scoso, con lo scopo di farne applicazione allo studio del moto della Terra.
Riprendiamo ora lo stesso problema limitando la ricerca all’ipotesi, particolar-
mente significativa nel caso geodinamico, che il sistema possieda simmetria
di rotazione rispetto ad un asse. Intendiamo approfondire innanzitutto i risul-
tati gia in parte conseguiti e studiare poi, utilizzando dati numerici relativi
alla Terra, le precessioni per inerzia relative al baricentrc. Anche se, come &
noto, col modello da noi preso in esame vengono trascurati tutti gli effetti
dovuti all’elasticita del mantello, alla presenza di masse liquide sulla sua super-
ficie, alla viscosita del nucleo, ecc., la scelta di un modello cosi semplificato
consente di mettere in evidenza come il periodo, di tali precessioni viene in-
fluenzato sia dalla vorticita del fluido che dalla eccentricita della cavita.

2. Rimandando, per quanto riguardail significato dei simboli che adot-
teremo, alla Nota precedentemente citata, scriviamo le equazioni che reggono
il moto per inerzia, rispetto al baricentro, del sistema materiale in esame. Esse

(*) Presentata alla Redazione dal Prof. G. Aymerich I’l1 novembre 1972.

1) Lavoro eseguito con contributo del C.N.R. nell’ambito del Gruppo Nazionale per
la fisica matematica e per le applicazioni della Matematica alla Fisica e all’Ingegneria.

2) A. MEeLIs - B. Pras: Su alcuni movimenti di un ellissoide rotondo con cavita
completamente riempita di liquido (Rend. Sem. Fac. Scienze Uniy. Cagliari - Vol. XLII,
fasc. 3/4, 1972).
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sono:
dowy  dmy 24 a?—
D dt T dt " a +c2w3T12 Wit 7 a4+ M3
dn 2a? a?—c?
IT) —(f =— mwmri-wma— 2
dw; d’I‘]J _ 202
I11) a + = FrE (a1 —wim2)
(1)
T d(;.)l d'm
V) A“&t- +P— +(C—A)watz+ Quanz — Pwin, =0
dw, dn,
V) AI-I'P —(C—A)wiw3— Qwms+ Pwim =0
VD) G dd"t”_o

E facile mostrare che vale il seguente Teorema:

« Condizione necessaria e sufficiente affinché le (1) rappresentino un
moto di precessione dell’involucro, é:

(2) Ee == )V;e

dove T]L ed wc sono rtspetttvamente i vettori componenti, nel piano equato—

riale, della vorticita relativa m del nucleo liquido e della velocita angolare w
della parte rigida e dove \ ¢ un fattore di proporzionalita costante ».

Infatti, osservato che per qualsiasi movimento del corpo si ha, per la VI
delle (1),

w3= cost,

se il moto dell’involucro & di precessione come nell’enunciato del teorema,

le componenti di w sugli assi principali d’inerzia equatoriali sono date da:

wr=T" cos (yt+e)
w2=TI"sen (yt+o)

con I', Yy e @ costanti.
Sostituendo queste espressioni nelle equazioni del sistema (1) si ha:
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T) gdﬁt—’ w4 a2+z 5 WM — W+ Z ;22 M
IT) (Z:z —Ywi— 22+2 —5 WM+ WM — : _T_C;ﬂma
J I1I) % = a2+zcz (L1 —wm2)
IvV) P % = Awzy — (C— A)wats — Quims + Pusm,
| V) %{ = — Awry + (C— A)wiws + Quwims — Pwan; .

Affinche le relazioni I, II, IV e V siano compatibili & necessario che sia:

*’2 . ZP(w3+n3)'r]1—[(P Qs — (C—A)ws— (P—A)y Jwn
2
j - S PworFma)m= [(P— Q) — (C— AJors— (P AYy T
cioe:
= A1) w1
(3)
‘nz:)»(’r]a)wz.

Essendo poi per la 111 delle (1) ed in virtd delle (3) dn; =0, m e di
conseguenza A risultano costanti.

Viceversa, supposta verificata la (2), le prime cinque equazioni del siste-
ma (1) diventano:

d 2
I (1—}—)\,) wl — ( s 20)3)\,4“ czﬂa)v—ns) =

a’+

2a? a2—c?
1D (1+k) +w1( P w3\ + a2+czn3k—n3] =0

J I 2 o o =

1V) (A+XP)—+mz[(C A)ws+ Qns—Pwsh]=0

V) (A+)»P)i(2—w1[(c A)ws+Qns—Puwsh]=0
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da cui si ottiene m3= cost. ed w; e w; della forma:

w;=1T" cos (yt+ @)
w2=TI sen (yt+o)
con I' e ¢ costanti arbitrarie e y dato da:
at—c? 2a? y

(4) _ (C=A)s+ Qs —Puwsh L a’+c? ek — a’+c? w3
i A+\P - 14} ‘

3. L’ultima eguaglianza della (4) che, assegnate le caratteristiche mate-
riali del corpo, rappresenta una relazione tra ws, 13 e A quando il moto della
parte rigida ¢ di precessione, pud anche scriversi nella forma:

2__ 2 2 52
:TJr—z—z—Pm [C—P—i-%A])ﬁ—(C-—A)
=g PP

dove si & posto p= L
w3

Introdotta I’eccentricita materiale del nucleo

C—A,  a’—¢J?
Cz - 232

1—2¢ : ; 8 .
ed osservato che P:—l—~ Q, la relazione precedente si pud scrivere anche:
—€

g(1—2¢) ., 1-2 _E ] o
= v+ (c- =2t A vre-n
=20 nit —— (@+AN+(Q—A)
(1—¢) 1—c¢

la quale mette in evidenza come, oltre che da A, p dipenda anche da .
Ne segue che il periodo della precessione, dato da:

T_Q_{E_Q_ﬂ A(l—e)+(1—2¢)QM _2n (1+M(1—¢)
T T ws (C—A+Qu(1—e)—(1—2e)QN T ws (1—e)p—eph—)
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¢ funzione di M ed e, sia esplicitamente che attraverso w(), €). E opportuno
osservare che, se si pone £=0, il periodo T & indipendente da; A ed il suo
valore Ty, dato da:

T, 2A=Q_2n A

x B—A& W Ci—Aq

¢ quello del periodo delle precessioni libere di un corpo rigido a struttura
giroscopica di momenti principali d’inerzia A, e C;.

La stessa espressione To del periodo si ottiene quando, pur avendo ec-
C—A
sia quando il nucleo ruota come rigido intorno all’asse di simmetria con velo-

centricita un -valore diverso da zero, si ponga A=0 e quindi p=

wik: affinché 'involucro sia moto di preces-

. o C—
cita angolare relativa m=

A—-Q
sione con il nucleo in rotazione rigida intorno all’asse di figura & necessario
che la velocita angolare di questo ultimo abbia il valore indicato.

4, Studiamo ora alcune proprieta del peri(')do T assumendo come valori
numerici delle costanti A, C, Q ed w; quelli relativi alla Terra dati da G. J. F.
MAc DoNALD %) e ripotrtati da W. V. R. MALKUS ):

A=80,42-10% g cm?
C=80,68-10® g cm?
Q=C,=8,96-10® g cm?

w3=7,2921-107° rad/sec.

Soffermiamoci innanzi tutto ad esaminare il comportamento della fun-
zione p=y(\, €). Poiché non vogliamo discostarci dal problema geofisico che
ha originato il nostro studio, ci sembra naturale portare I’attenzione soltanto
sui seguenti intervalli di valori di € e di A che sono pili aderenti al problema

3) Mac DoNALD G. J. F.: The siructures and strength of the inner planets (Publ. Inst.
Geophys. Planetary Phys., University of California, Los Angeles 1962).

4) Markus W. V. R.: Processional Torques as the Cause of Geomagnetism (Journal
of Geophysical Research, Vol. 68, n. 10, 1963).
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stesso:
0<e=<er’)=0,0033

—0,1=A=0,1.

Cid vuol dire che si intendono esaminare i casi in cui ’eccentricita del nucleo
& inferiore o al pift uguale (caso omotetico) a quella della crosta terrestre ¢) e
che il moto del nucleo relativo a questa si suppone lento: infatti in corrispon-
denza a tali intervalli di € e A i calcoli numerici effettuati forniscono per p
valori dello stesso ordine di grandezza di quelli di A.

i 4

Fig. 1.

Nelli'ntervallo considerato y & funzione crescente di M per qualunque va-
lore di € ed al variare di € essa & rappresentata nel piano (A, p) da una famiglia

5) Con g abbiamo indicato I'eccentricita della crosta terrestre.
6) Diversi autori assumono per € il valore 0,0026; vedasi ad esempio R. O. VICEN-
TE: La précession-nutation et la structure de la Terre (Ciel et Terre, Vol. 86, n. 3, 1970).
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C—=A
0, A-Q
quali, come intende illustrare il disegno della Fig. 1, interseca I'asse delle A
in un punto di ascissa negativa; a tale famiglia appartiene pure la retta, di

: |
di curve che passano tutte per il punto( :0,00363] ’le ciascuna delle

A—Q’
sioni possibili vi sono pertanto sia quelle con vorticita del mucleo giacente
nel piano equatoriale (u=0), di modulo tanto pilt piccolo quanto maggiore
& il valore di e, sia quelle con vorticita diretta come l’asse di simmetria
C—A

A—qQ %

coefficiente angolare che corrisponde al valore e=0. Fra le preces-

(A=0) la cui intensita, indipendente da €, vale

5. Sostituendo nell’espressione di To i valori numerici riportati all’inizio
del paragrafo 4, si ottiene:

To=274,0963 giorni

i
280

~0,08 -005 Q [ o5 008 ,4_

Fig. 2.

Come prevedibile per motivi di continuitd e come del resto risulta dal
calcolo numerico, quando per l’eccentricita del nucleo si assume un valore
diverso da zero ma sufficientemente piccolo, il periodo della precessione pur
discostandosi da questo valore di Ty, non potra differirne di molto. La forte
differenza tra il valore di T, trovato e quello del periodo di precessione di
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Chandler che, come & noto, & di circa 430 giorni, conferma quanto accennato
nel paragrafo 1 sulla inadeguatezza del modello qui adottato.

Nel diagramma della Fig. 2 abbiamo rappresentato I’andamento del pe-
riodo T in funzione di p per diversi valori di €. Dall’esame di questo dia-
gramma si deduce:

a) il periodo & funzione decrescente di p e diminuisce tanto pilt rapi-
damente quanto maggiore & il valore dell’eccentricita: la precessione della
crosta & tanto pitt rapida quanto maggiore & il valore della vorticita relativa
7 intorno all’asse di simmetria e l'influenza di questa & tanto piti sensibile

quanto pitt grande ¢ il valore di €;

b) mentre, come precedentemente osservato, in corrispondenza a p=

C—A . . o
:X—_C_IZO’O(BG} il periodo vale, per qualunque ¢,274,0963 giorni, per
valori di p.<pwo il periodo aumenta al crescere di €, per > o diminuisce. Cid
conformemente a quanto detto al punto @). Il valore del periodo di 272 gior-
ni, riportato da R. O. VICENTE considerando la eccentricita del nucleo dell’or-

dine di 0,0026, corrisponde ad un valore di =0,0429 ossia ad una m; uguale
. 1.
a circa 5 di ws;

¢) la differenza dei valori dei periodi calcolati agli estremi dell’inter-
vallo di variabilitd di p che & di circa 12 giorni per €=0,0033 (caso omote-
tico) diminuisce per valori minori di ¢ fino ad annullarsi per €=0. Per
£=0,0026 tale differenza ¢ di circa 10 giorni.
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Estratto dal volume:
Atti del Convegno Internazionale sulla
« Rotazione della Terra e Osservazioni di Satelliti Artificiali »

SULLA PRECESSIONE EULERIANA DELLA TERRA
SECONDO IL. MODELLO DI KELVIN

ANTONIO MELIS

(Istituto di Matematica, Universita di Cagliari)

Per studiare il moto della Terra, in particolare la sua precessione euleriana,
si ¢ indotti ad analizzare i movimenti liberi di alcuni modelli di corpi’ non omo-
genei la cui distribuzione materiale & suggerita dalle conoscenze della geofisica.
{1 modello di Kelvin & costituito da un involucro rigido compreso fra due ellis-
soidi coassiali con simmetria di rotazione rispetto ad un asse, la cui cavita ¢
completamente riempita di liquido non viscoso.

In questa ricerca si & adottato un tale modello con lo scopo ben preciso
di indagare sulla influenza che hanno, sul periodo della precessione euleriana
dell’involucro, 'eccentricitd della cavitd e la vorticitd del liquido in essa con-
tenuto. ‘

Utilizzando i classici teoremi del momento della quantita di moto e di Hel-
mholtz si possono scrivere le equazioni che reggono il moto per inerzia, rispetto
al baricentro, del sistema materiale in esame. Esse sono, rispetto ad un sistema
di riferimento con origine nel baricentro ed assi coincidenti con gli assi principali
d’inerzia del corpo:

dew dr
T+ PT/[‘ 1 (C — A)wyws + Q wyny — Pawyry =0
dco, dan. ‘
oy P-;f — (€ — A) wy @0y — O @y 1s = Pyt = O
(D
dovs
Y
den | dp 204 ¢ — gt
dt dt @+ ¢ W3 Mo — Wy My — o e 1y
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dw, | dny 2a? ¢ — a?

v Eﬁ_amwsﬁ1+w1ﬁs+ﬂ‘tﬁn1ﬂa
@1

dw dn; 2c?

d—: B 7; = 212—?;2 (wy My — @y 7a)

con il seguente significato dei simboli:

o = (w;, w,, w,) = velocita angolare dell’involucro rigido;
7 = (M1, M, 5) = vorticita del nucleo liquido relativa all’involucro;

A = momento principale d’inerzia del sistema complessivo rispetto ad un qua-
lunque asse equatoriale;

C = momento principale d’inerzia del sistema complessivo rispetto all’asse di
simmetria z del corpo;

a, ¢ = lunghezze dei semiassi della cavita;
C, = momento d’inerzia dell’involucro rispetto all’asse di simmetria;

P = d4M,a*c* [ 5(a* + ¢*) ; Q = 2M,a*/ 5 con M, massa del liquido.

Si dimostra innanzitutto il seguente teorema:
« Condizione necessaria e sufficiente affinché le (1) rappresentino un moto di
precessione dell’involucro €:

7o = Aw,

dove 7, ed w, sono rispettivamente i vettori componenti, sul piano equatoriale,
della vorticita relativa 7 del nucleo e della velocitad angolare w della parte rigida
e dove A1 ¢ un fattore di proporzionalitd costante ».

Infatti se il moto ¢ di precessione, ossia se:

wy = ["cos (yt + @)
w, == 'sen (yt + @)
wy = coSst.

la compatibilita delle (1) richiede che sia 7, = Aw, con A costante.
Viceversa, supposto che si abbia 7, = Aw,, le equazioni (1) impongono che

sia:
w, = ["cos (yt -+ ¢)
wy, = ['sen (yt + @)
w, = Cost.
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con I' e ¢ costanti arbitrarie e y dato da:

a2___(:2 22
Wk

(2) _(C—A)wa—FQ%~Pwa/1~773—azJrczml1 @+ c
y= A+ AP - 1+4

L’ultima eguaglianza della (2), assegnate le caratteristiche materiali del cor-
po, rappresenta una relazione fra w,, 7; € 4 quando il moto della parte rigida ¢é
di precessione e, in virtt di essa, il periodo della precessione stessa & dato da:

2 2n a4+ —¢

T:? Cowy (1 —ep— eud — 2
— 2 2
dove ¢ = G c AZ—E a 2a26 ¢ l’eccentricita materiale del nucleo e
2
(1 — 1 —
. ((1 )Z)sz ( e 20+ a)irc- “
== — :
w, e(1 1 — 28

viene cosi posia esplicitamente in evidenza la dipendenza di T da ¢ e da 1. Me-
diante queste formule con metodi numerici si sono studiate alcune proprietd
del periodo 7, portando l'attenzione sui seguenti intervalli di valori di ¢ e di A
che sono pil significativi per il problema geofisico:

0 < & < 0,0033
—0,1<2<0,1

ed assumendo come valori numerici delle costanti 4, C, Q ed w, quelli ripor-
tati da W. V. R, MALKUS:

A =80,42- 104 g - cm?
C = 80,68 - 10** g - cm?
0 =0C,=28,96-10% g cm?
wy = 7,2921 - 10-3 rad/sec.
I risultati ottenuti sono messi chiaramente in luce dal diagramma riportato

in figura, dove viene rappresentato I’'andamento del periodo 7 in funzione di u
per diversi valori di e. Dall'esame di questo diagramma si deduce:
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a) il periodo ¢ funzione decrescente di u e diminuisce tanto pit rapida-
mente quanto maggiore & il valore dell’eccentricita: la precessione della crosta
¢ tanto pit rapida quanto maggiore ¢ il valore della vorticita relativa 7, intorno
all’asse di simmetria e I'influenza di questa ¢ tanto pill sensibile quanto pil
grande ¢ il valore di ¢;

180

b) mentre in corrispondenza a (i, = (C — A)J(4 — Q)=0,00363 il pe-
riodo vale, per qualunque ¢, 274,0943 giorni, per valori di p <, il periodo
aumenta al crescere di e, per pu > p, diminuisce. Cid conformemente a quanto
detto al punto a). 1l valore del periodo di 272 giorni, riportato da R. O. VIN-
CENTE(?) considerando la eccentricitd del nucleo dell’ordine di 0.0026, corri-
sponde ad un valore di u = 0,0429 ossia ad una 7, uguale a circa 1/25 di ws;

¢) la differenza dei valori dei periodi calcolati agli estremi dell’intervallo
di variabilitd di u che & di circa 12 giorni per & = 0,0033 (omotetia fra crosta
e nucleo) diminuisce per valori minori di ¢ fino ad annullarsi per e = 0. Per
e = 0,0026 tale differenza ¢ di circa 10 giorni.

(1) MaLkus W. V. R.: Precessional Torques as the Cause of Geomagnetism (Journal of
Geophysical Research, Vol. 68, n. 10, 1963).

() R. O. VINCENTE: La précession-nutation et la structure de la Terre (Ciel et Terre, vol. 86,
n. 3; 1970).
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SUL POTENZIALE DELLE FORZE
RELATIVO AD UNA ASSEGNATA FAMIGLIA DI ORBITE

Nota (°) di A.MELIS

Istituto di Matematica dell'Universitd di Cagliari

RIASSUNTO. Dopo alcune osservazioni sul significato geometrico che si pud attribui
re alla equazione di SZEBEHELY riguardante il potenziale relativo ad una
assegnata famiglia di orbite, in questa Nota vengono trattati alcuni pro
blemi di particolare significato meccanico e viene prospettata una gene-

ralizzazione per orbite che si sviluppano nello spazio.

SUMMARY . In this paper, fiirst, we make some remarks about geometrical aspects of
the SZEBEHELY equation concerning the potential of a fixed family of
planar orbits. Further we investigate some problems, of great relevance
in Mechanics, which are related to the same equation and we indicate a
possible generalisation to three dimensional orbits.

1. Lo studio delle orbite dei satelliti artificiali della Terra (o in generale di

un pianeta), che riveste notevole importanza in Meccanica Celeste, viene fra 1'al

tro utilizzato per indagare sul campo gravitazionale da essa generato. Avendo pre
ventivamente scelto la forma funzionale del potenziale da cui dipende tale campo,

@ possibile infatti precisare per via sperimentale il valore che si deve attribui

re ai coefficienti che figurano nello sviluppo in serie tramite il quale il poten

ziale stesso viene rappresentato.

Un problema che si pud ricollegare a questioni di tale tipo e che riveste al-
trettanta importanza per le applicazioni &, came viene osservato da SZEBEHELY (I),
quello della determinazione del pill generale campo di forze sotto l'azione delle
quali un punto materiale percorre una traiettoria che sia assegnata tramite, ad

esempio, osservazioni dirette.

(°) Presentata alla Redazione per la pubblicazionme dal Prof. G.AYMERICH il giorno

30 maggio 1979.
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Nel IV capitolo del Trattato "Analytical Dynamics" di E.T. WHITTAKER (II) viene
preso in esame un prbblema di questo tipo e viene riferito il seqguente risultato di
DAINELLT. Sia ¢(x,y)=a l'equazione di una curva del piano (x,y); al variare del pa-
rametro o« questa equazione rappresenta una famigli di curve del piano. Indicate con
X(x,y) ed Y(x,y) le camponenti della forza per ipotesi posizionale, il risultato di
DATNELLT &:

X(X,y)=u(¢x¢yy-¢y¢xy )+&¢»y (¢XuY—¢y u )

Y(x,y)=u(¢y¢xx—¢x¢xy)+ ) o, (¢yux-¢xuy)

dove u & una funzione di x ed y dipendente dalla legge oraria con cui la traietto-

ria viene descritta, legata alla velocitd v della particella dalla relazione:
2 2 2
viEule e )
X y
V.SZEBEHELY, nella Nota gid citata, ha fissato la propria attenzione sul caso par-

ticolarmente significativo in cui il campo delle forze & conservativo ed ha ricava

to l'equazione alle derivate parziali:

2 2 2 2
(¢X +¢y )(¢XUX+¢yUy)+2 (E+U) (<i>X ¢yy—2¢xy¢x¢y+¢y ¢xx):o (1)

per il potenziale U(x,y) relativo ad una data famiglia di orbite. In un lavoro
pubblicato nel 1976 su "CELESTIAL MECHANICS" R.BROUCKE e H.IASS (III) hanno ripreso
1'equazione scritta da SZEBEHELY, suggerendo per essa alcuni metodi di risoluzione
e trattando alcuni casi significativi, in particolare quello delle orbite circolari.
E' interessante rimarcare che nell'equazione (1) si deve intendere assegnata la
dipendenza dell’energia totale E, costante su ciascuna traiettoria, dal parametro
@ . Per chiarire questo punto si osservi infatti che, essendo del quarto ordine il
sistema di equazioni differenziali del moto piano di una particella, il suo inte—
grale generale contiene quattro costanti arbitrarie di integrazione. Scelta una di
queste, addittiva al tempo t, per individuare 1'istante iniziale sull'orbita, si
pud dire, come & ben noto, che vi & una triplice infinitd di orbite effettivamente
distinte, la quale pud essere ordinata in insiemi, costituiti ciascuno da una dop—
pia infinita di‘orbite, ai quali campete il medesimo valore E della costante del-

1'energia. Cid induce a dire che ad ogni assegnato valore dell'energia totale E si
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debbono asscociare = possibili trajettorie e che al variare di E con o si passa
dalle traiettorie di un insieme a quelle di un altro insieme.

Le traiettorie di un sistema dinamico si possono definire tramite il principio
dell'azione stazionaria in quanto rendono stazionario, per il corrispondente valo—
re E dell'energia, 1'integrale d'azione:

2 2
A= /(E+U)i (ax"+dy )i
Le estremali che cosl si ottengono sono pertanto le curve che eostituiscono la
famiglia a due pramentri corrispordente al dato valore E dell'energia, di cui la
traiettoria assegnata & un elemento. Orbene, con procedimento del tutto analogo a
o
quello esposto da WHITTAKER (© per dare un criterio di esistenza di orbite chiuse,

si trova che lungo le traiettorie del sistema corrispondenti ad un assegnato valo-
re di E & nulla la quantita:

(E+U) /p +% cosy3U/3x+} siny 3U/dy (2)

dove con p e y si denotano rispettivamente il raggio di curvatura nel generico
punto della traiettoria e 1l'angolo fra la normale alla curva nello stesso punto e
l'asse x. Se per p, cosy e siny si adottano le classiche espressioni:
2..2.3/2 2 2
= + - +
P (¢X ¢y ) /(<t>X ¢yy 2¢xy¢x¢y tby ¢xx) ’
4

cosy=b /(e 0 B, stny=e ste P B

sostituiendo nella (2) si ottiene il primo membro dell'equazione (1). Si ricono-
sce cosl che l'equazione (1) di SZEBEHELY & una diretta conseguenza del principio
dell'azione stazionaria esprimente, came notorio, il fatto che le traiettorie di
un punto in un campo di forze derivanti da un potenziale U, relative ad un prefis
sato valore dell'energia E, sono le geodetiche di una varietd bidimensionale il
cui elemento lineare & dato da: ds= (E+U)i (dx2+dy2)£ . Pertanto il problema posto
all'inizio si pud tradurre nel sequente, di natura puramente gecmetrica:

Supposto che su una varietd metrica bidimensicnale V., 1l'elemento lineare

(°) E.T.WHITTAKER -~ Opera citata (II): pagg. 386-389.
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sia definito da:

as’=r (x,y) (@x+ay’)
ed assegnata su V2 una famiglia a due parametri di curve, determinare il fattore
F2 in modo tale che la suddetta famiglia ne costituisca 1'insieme delle geodetiche.
2. Sia: |

¢, y:A,m) = o

l'equazione che rappresenta, al variare dei parametri A e u , la famiglia di curve
corrispondenti al medesimo valore di E. Al variare di E si passa pertanto da una
curva della famiglia individuata da un assegnato valore del parametro o ad una cur
va appartenente alla famiglia relativa ad un diverso valore di «, talché si deve
intendere E=E(a).

Si introduca ora, insieme con la famiglia di traiettorie, una nuova famiglia di
curve:

P, yix,m)=8

ortogonali in ogni punto del piano a quelle della prima, e si assumano a e § quali
nuove coordinate dei punti del piano. Con una tale scelta la energia cinetica T

del punto materiale, supposto di massa unitaria, assume la forma normale:
2. 2
T= }[A(a,B)d" +B(a,B) 8]
con
2 2.2 2 2 2 )
Af(‘l'x Wy Y/J PF(<1>x +¢y )/ J—‘#‘&\Uy ¢y¢x

e dove &: ¢ ¢+ Yy =0.
X X yy
Indicato ancora con U il potenziale della forza espresso attraverso le due mo
ve coordinate e tenendo conto che sulla traiettoria a =cost. dovra porsi: a = a=

le equazioni del moto sono:
+2
~iB, 8 =Uy
- 2
BE+{Bgh” =Ug

per le quali vale 1l'integrale primo:
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183”0 (a,B) =E(a) .

Ricavando dalla prima: Bz=—20u/Bu, con 1l'ausilio della terza si ottiene:
BUa+BuU==~BaE

ossia: (BU), =B,E che, per il richiesto potenziale U, porge 1'espressione:
U(a.ﬁ)%x(a)—fauEdu]/B (3)

con u(B) funzione arbitraria del parametro g .

Allo scopo di illustrare con un significativo esempio il procedimento ora espo
sto, proseguendo nello stesso ordine di idee di R.BROUCKE e H.IASS, ci si pone il
problema di determinare la classe delle funzioni potenziale relative ai campi di
forze per cui le traiettorie siano tutte le ellissi del piano fra loro confocali.

E' allora conveniente, per assegnare un punto nel piano x,y , adottare le coordina
te ellittiche o e g definite dalle equazioni:

x=Acosha cos 8 ; y=usinha sin g :

ponendo in queste o= costante si ottengono ovviamente le ellissi, mentre le
= costante rappresentano le iperboli con esse confocali. Ia richiesta ortogonali
ta di questo sistema di coordinate curvilinee esige intanto A=y e, detto ¢ il

valore ad essi comine,la espressione della energia cinetica attraverso le nuove
coordinate &:

T—:icz (cosh2u~c0528) (&2+f32)

2 2 2 .
dove A=B=c" (cosh 0—00528) . Essendo: Au =2c sinhocosho, la formula risolutiva
porge:

Ula,B)=[u(p) ~2cZJ' E sinh o cosh a'da] /c2 (cosh?'a—coszs) .

Se, ad esempio, E dipende da o in ragione inversa di cosha ; in modo che ri-
sulta:

U(a,B)= [u(B) —2kc2cosh o@/c2 (coshzcx—o:)szs) ,

la formula ottenuta pud esprimere, con opportuna scelta della funzione arbitraria

u(B), il potenziale gravitazionale dovuto ad un solo centro di attrazione posto
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in uno dei due fuochi, ovvero quello dovuto alla concomitante azione di due centri
di attrazione (caso di BONNET) .
Infatti, ponendo u(B)=+ 2kc2<:os 8, si ricavano le due espressioni analoghe:

-1
U(a,B)=-2k(cosh a +cosB)
oppure:
U(o,B)=-2k(cosha ~cos B )—/l

esprimenti il potenziale d'attrazione gravitazionale dovuto ad una massa M posta
nell'uno o nell'altro fuoco e dove deve porsi: k=-@4/2c. Scegliendo invece per

u(B) la espressione cG(M-M')cos 8 e ponendo k=-G(M#M')/2c si ricava:
U(a,B)=@M/c(cosha+cos B) + @M'/c(cosha —cos B8 )

che & il potenziale gravitazionale provocato da due masse diverse M ed M' poste
nei due fuochi delle ellissi.

Se invece E & data, attraversoa , dalla espressione:
E=%m2c2 (coshzu +sin.hza)
con w costante, & agevole mostrare che il potenziale & dato da:
Ula,B)=[u(B) —wch (cosh4u+sinhl'a) /4] /c2 (coshza—coszs)
che si riduce al ben noto potenziale di una forza divtipo elastico con centro di
attrazione nell'origine se per u({B) si sceglie 1'espressione:
4 (B)=a’c" (1- § sin28) /4

3. Per concludere si pud mostrare came talvolta si pud adottare un procedimento
analogo a quello fin qui esposto quando la traiettoria del punto, anziché essere
una curva piana, & una curva gobba. Conviene introdurre un sistema di coordinate
curvilinee nello spazio in modo che la traiettoria del punto sia una linea coor—

dinata: ad esempio, indicate con:

x=x(q 44, rdy) / v=y(q,,q,,9,) z=z(q, ,q, /9y
le equazioni che rappresentano la trasformazione, la tralettoria di P sia rappre

sentata da q,= cost. , q,= cost. L'energiacinetica T del punto, espressa nelle
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nuove variabili, assume la forma:

3

T %izkﬂaik 9%

per cui, osservando che lungo la traiettoria deve essere: ql =<';12 =q, ='(';2 =0, si ri-

cavano le equazioni del moto:
5 11 N
a13q3 + (Ba]3 /aq3 28a33 /Bql)q3 'aU/%)q1

" N2
a4, + (ﬁa?j/'aq3 S »;z)agB /aqz)q3 = au/aq2 ‘

e o2
+ =
a4, +4d, da,, /g, =3U/aq,
con 1l'integrale primo:
L2
iaqu ~U=E.

Se aB # 0 ed aB #0 la richiesta equazione per il potenziale U & allora:

a,, aU/’aq1 -ay, BU/qu = ZA(E(q1 ,qz) 41-U}/a3\3 .

Se invece & a, =a, =0 le equazioni del moto si riducono alle seguenti relazioni:
8U/3q) =-1g,0a,,/0q,i  3U/8q, =-4q,8a,, /8q i

2

E+U=1}a_ g

a

k)
. 2

Eliminando q3 dalla prima e dalla seconda tramite la terza relazione si ricava:

ay BU/aql +U’a<313/aql=—aax3 /BqlE
+ = -
s, aU/aq2 Uaa33/8q2 Ba:B/aqu
ossia:
) aq, ==0 3
(ayU)/aq) =~3a,,/3q E
3 =-3
(a33 U) /aq2 a,, /BQZE
la cui campatibilitd esige:

3 . = . .
a33/aqlaE/'aq2 E)a33/8q2£313/3ql
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Ponendo V=a33U ed indicando seamplicemente con a la funzione a\33 , le due equazioni

si scrivono:
\Y =- E; v, == E
3 /aq1 aa/aq1 3 /aq2 aa/z;q2
dalle quali si ricava:
vig, .q,,q,) ——fo '(aa/aq1E)q2=odq1_fo (9a/3q,E) dq, v (q,)

con v(q3) funzione arbitraria.

Tornando ai simboli primitivi si ricava cosi:
4 92
8] e e = - E dgq + E) d
(909, ,a) == L[~ (02, /oq )qz=0 ], " (eay /8q,F)da, v (q)) /3y

che generalizza la formula risolutiva (3) valida nel caso piano.
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ROTAZIONI PERMANENTI DI UN ELLISSOIDE CON CAVITA'

COMPLETAMENTE RIEMPITA DI LIQUIDO AUTOGRAVITANTE.
) . . .
Nota di A.Melis e B.Piras.
Istituto matematico dell'Universitd di Cagliari.

RIASSUNTO. Si mostra l'esistenza di rotazioni per inerzia di un in-=
volucro rigido ellissoidico completamente riempito di 11
quido,si esamina 1'influenza del moto del liquido su quel
lo dell'involucro e si confrontano i risultati ottenuti
con quelli relativi alla teoria di RIEMANN.

SUMMARY. The existence of inertial rotations of an ellipsoidal ri
gid body with completely fluid filled cavity is establi=
shed.Further the effects of the motion of the fluid on
the containing shell are investigated.The results are com
pared with the ones given by the RIEMANN theory.

=
Nel suo recente trattato:"Ellipsoidal Figures of Equilibrium”,

S.CHANDRASEKHAR dedica uno spazio assalil rilevante alla esposizione
del classico problema di DIRICHLET sull'esistenza di movimenti di
una massa fluida non viscosa,incomprimibile ed autogravitante in
cui la superficie libera di forma ellissoidale conserva la propria
configurazione rispetto ad un riferimento inerziale.Tratta poi,uti=
lizzando il metodo del viriale,la teoria sviluppata da RIEMANN i1l
quale,prendendo le mosse dal problema posto da DIRICHLET,studid il
caso pidl generale e fisicamente pid significativo in cui,ferma re=
stando la possibilita di moti interni,la superficie ellissoidica
del fluido si mantiene solidale non con il riferimento inerziale ma

con un riferlmento ruotante uniformemente rispetto a questo. Nella

(°) Presentata alla Redazione per la pubblicazione dal Prof.G.AYME=

RICH il giorno 20 dicembre 1980.
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ipotesi che lo stato cinetico del fluido rispetto al riferimento

ruotante sia del tipo "vorticoso omogeneo"(o) con vorticitéﬁ,}ug

MANN mostrd che vale il seguente importante teorema:

"Affinché la superficie libera di una massa fluida incomprimibile

soggetta a forze interne di mutua attrazione gravitasionale sia un

ellisesoide a tre assi solidale con una terna mobile uniformemente

ruotante con veloei{td angolare W ,occorre e basta che st verifichi

l'uno o l'altro dei seguenti casi:

(a) ;i ed W non paralleli ma appartenenti ad uno dei pianti princi=
pali dell’ellissoide;

(B) 'ﬁ ad &Bparalleli fra loro e quindi diretti secondo un asse prin
cipal®. " ‘

In questo nostro lavoro prenderemo in considerazione un sistema
materiale che in un certo senso generalizza qguello del problema di
DIRICHLET in guanto costituito da un involucro rigido compreso fra
due superfici ellissoidiche omotetiche la cuil cavitd sia completa=
mente riempita di liguido non viscoso.Supporremo anche noi che lo
stato cinetico del fluido relativo all'involucro sia vorticoso omo=

geneo con vorticita n costante e che le forze presenti nel sistema

(°) Con tale denominazione [L]sx intende uno stato cinetico esprimi

bile nella forma:
T(P)= gqrad d+qx%

dove 4)(1”¥;,X5,t) €@ una funzione armonica della posizione del punto
P che,per caviti ellissoidic? di semiassi a,, aﬁed au,ha la forma:

¢= % ai:quxxpngn (QL£=AAJ)

,funzione soltanto di t,& il vettore vorticitid relativa all’ 1nvo
lucro, t il vettore di posizione di P rispetto al baricentro, X, Xy
ed X51e coordinate di P rispetto al riferimento coincidente con gli
assi di simmetria dell'ellissoide ed 5»Ju il tensore di RICCI:gli xg
dici ripetuti che compaiono nella espressione di & sottintendono la
operazione di somma. -
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slano rispetto ad un riferimento inerziale quelle di mutua attrazio
ne gravitazionale,e dimostreremo la possibilit3 di rotazioni perma=
nenti dell'involucro. Un sistema materiale cosi fatto era stato pre
sO in esame in un nostro precedente lavoro [5]ne1 quale avevamo di=
mostrato che,qualora il sistema presenti simmetria di rotazione ri=
spetto ad un asse,sono possibili moti di precessione per inerzia
dell'involucro.In quella Nota non era stata formulata alcuna ipote=
si sulla natura fisica del fluido e non si era pertanto precisato
il tipo di forze interne in quanto non lo richiedevano le equazioni
del moto da noi utilizzate. In questa 1nvece,voleqdo determinare la
influenza del moto del nucleo liguido su quello dell’involucro at=
traverso la pressione che il liquido stesso esercita sulla parete
interna della caviti,onde poter fare qualche utile confronto fra 1
nostri risultatl e quelli relativi alla teoria di RIEMANN, supporre
mo che le forze interne presenti nel sistema siano di mutua attra=

zione gravitazionale.

..2_

Le equazioni che reggono il moto per inerzia di un sistema ma=
teriale costituito da un involucro rigido di forma ellissoidica con
cavita completamente riempita di liquido non viscoso in moto vorti=
coso omogeneo,nel riferimento solidale con 1l'involucro costituito

dagli assi principali d'inerzia dell’intero sistema,sono (3]:

__'L.;),a.‘gb‘__)_.ﬂl.qz
dt

a‘-ta

(1) o
I +j dt‘ + 8”,‘ (wak+ IJZK)‘O
(L)J',ﬁcﬂ,z,s)

dove ) ed - sono rispettivamente le componenti della velocit2 an
jed m. P n

golare dell'involucro e della vorticitd relativa del liquido, Pﬁ
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la massa del liquido, 1;1 tre momenti principali d'inerzia dello

intero sistema e dove 2 },

4 2
aia b a,a,
VI = ; M aq + ;5 J> 5 cq + a ! ;L: ?? RS af+ Ay ’

Esaminiamo,come gi3d detto nel paragrafo 1,la possibilita di ro
tazioni permanenti dell'involucro attorno ad un asse baricentrico.
Ci limitiamo a considerare i due casi in cui l'asse di rotazione
gliace su un piano di simmetria del sistema (caso A) o in partico=
lare (caso B) coincide con un asse principale d'inerzia in gquanto
@ facile mostrare,se si esclude una qualuﬁque simmetria materiale,
che rotazioni permanenti di tipo diverso non sono possibili. Infat

ti,supponendo le u% tutte diverse da zero e ponendo:
2 L

(2) (R GRS (+#4# )
con A; costanti,dal sistema (1) segue:
1
sy (10 620)

(5> | (Ld)x:@;b)
édjk a, >\J = H;

I
S

l

- on 2
dove per brevitd abbiamo posto HL 56‘]‘ Ik /Lﬁﬂa¢
Le (3) costituiscono un sistema di sei equazioni nelle tre incogni
te QJ la cui compatibilitd richiede,contrariamente alle nostre ipg

tesi,che il sistema materiale presenti simmetria sferica.

Caso A.

Supponiamo che la rotazione dell'involucro avvenga attorno ad
un asse non principale ma appartenente ad un plano di simmetria del
l‘ellissoide‘ad esempio 11 piano ( XL’ Xa). Posto allora nelle (1)
w, = 0, si deduce immediatamente che purEIZ = 0 e pertanto 11 siste

ma {(3) si riduce alle due uniche equazioni significative:

9‘1‘%:(6‘;&;)%%& a;;\z’a;}a:HA
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4 b2
e gquali,ponendo ﬁ:—i,a-5 A,_ e ﬁ:— La,‘%,diventano:
) 3
L ya, H
potl-Hp~ g
3

(1)

y ~ a1+ H NE —"‘-‘“ oo
CLL— 45
muto conto che:
¢

1 1 1 1

(4— H,>L(a-,’:~ aj) - fa, Hj = (’“’ H,) (alﬂ Ay J ~ha H1
: equazioni (4) ammettono soluzioni reali purché risultino non ne
tivi i due membri della precedente eguaglianza.

Assumendo ora l'ipotesi che le forze agenti,interne al sistema,
ovengano da mutua attrazione gravitazionale ed osservando [b] che
involucro non esercita alcuna azione nei punti interni alla cavi
da esso racchiusa,indichiamo con /u, (x,,x,',x_,’) il potenziale per
ita di volume delle forze di attrazione pra le sole particelle
uide. Esso in un punto interno o superficiale della cavitd si pud

primere,tramite le lunghezze dei semiassi,nella seguente forma[i}:

W lras) = 4 - é; A%,
3 _dF
A= H AG) A= QL(%)A()

L L
) R: ay: a.i 4.5 ¢ A(5>: Ra|+§)(abfi)(aj+§)}
‘petto al riferimento ruotante con l'involucre le equazioni inde
ite del moto del fluido sono allora:
av. g .
SRR 0 B T
(":jy :411:5)

e,@ 2 la densitd materiale, F la pressione e le '1): rappresenta=
le componenti della velocitd sugli assi principali d'inerzia.

le equazioni (5),tenendo conto delle espressioni che competono
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alle 1& per aver suppostoc lo stato cinetico del fluido vorticoso
omogeneo,avendo presenti le posizioni (2) ed utilizzando 1l'espres

sione di QL sopra riportata si ottiene,per la pressione ? in seno

al liquido:
P(x”n,xb) %H(z’: B LF+4)ML+(,_LX—1X+4)‘D~LAJ
(s A [ b )
“}:t ﬂ_/ﬁx—z, X+{wla)5xLX,+ust

con ﬁ e X soluzioni delle equazioni (4).

Osserviamo che,nella teoria di RIEMANN,condizione necessaria
per l'esistenza di configurazioni del fluido di forma ellissoidica
con pressione nulla sulla superficie libera & che siano soddistat=

te le seguenti due relazioni:

1 : z 1
fo () pe e
ray
1 : ai :
Y- <“ %~2a)3,+94;=0
2q, a,
che stabiliscono un legame fra le grandezze geometriche a,, a, ed
4y e le grandezze cinematiche w ed ﬁ . Esse si identificano ov=

viamente con le equazioni (4) da noi scritte ove in gqueste si pon=
ga Hf:(d:*ﬂ;%/ﬁa1 ossia qualora il sistema materiale sia costitui
to soltanto dalla parte liquida. Pertanto per valori di Hj differen
ti da gquesto,come avviene nel nostro caso,il valore della pressio=
ne sulla superficie non pud essere ovunque nullo e guesta & appun=
to la causa che determina la rotazione uniforme dell'involucro ris=

gido attorno ad un asse non principale.
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Caso B.

Nell'ipotesi che la rotazione dell'involucro avvenga attorno
ad un asse principale d'inerzia,ad esempio attorno all'asse Xy .81
ha che w, = Wy, = 0 e conseguentemente,affinch2 le (1) siano verifi
cate, anche ﬂ = ﬂh = 0. Detti allora w ed:Q i valori arbitrari di
W, ed q e posto ﬂl ) a1+ 05) ;1'espressione della pressio=

ne diventa:

10 ("4)x1;x3x= 1}& [(qa,za; ;\Lﬁ- 4) u)t<’¢11+%:> + 4 by wi(aix‘i+ a:x;” +

- (é‘x,iap éLx:Jrv,%x:) + el

Essa non & generalmente nulla sulla superficie ma & possibile mo=
strare che 2 nullo il momento risultante rispetto all'asse Xy del=
le forze che essa esercita sulla parete interna dell'involucro,ri=
sultato necessario perch2 sia possibile la ipotizzata rotazione
uniforme della parte rigida attorno all'asse principale Xy -

Se si suppone invece che siano soddisfatte le condizioni di
RIEMANN

(ot 5 1) o = 2Pz uce)

b3
a« -y
A, -5 PR 1
rajag Ao = 22700 ala) — alh,

a“'

nel qual caso viene meno la indipendenza di n da w ,la pressione,

che in un generico punto del liguido assume ora la forma:
1

1 1
F(XUH')‘&): ~}~A§’a:(?:$+i—? :-:,>+ mt)
sulla superficie & costante ed in particolare 2 nulla se si assume
il valore della pressione nel centro uguale a F//%BCM:.In questo
Caso non vi & influenza reciproca fra il movimento dell’'involucro

e quello del liquido internd.
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Fino ad ora abbiamo supposto che il sistema non possegga alcuna
simmetria materiale. Se pol l'ellissoide fosse rotondo,ad esmpio
rispetto all'asse X, ,sarebbe possibile con una conveniente scelta
del riferimento solidale ricondurre lo studio del movimento,qualun_
que sia la direzione di W ,alla trattazione relativa al caso (A)
del paragrafo 2. Se addirittura 1l sistema possedesse simmetria sfe
rica (a, = @ = a,=R ; A = A = A, = 2/3) ,utilizzando 1 risul=
tati del caso (B) al quale ci si pud ricondurre,si ricava per la

pressione sulla superficie:
L 2 Ly L i
- K - X W - 2 R-+ mﬁt
P, Z(u&’mi)(ﬂ s Jw — 3y

la quale pud annullarsi solo se A =’—i/LgJt con il valore della co=
stante addittiva uguale a %)LR? . A guesto valore di A corrispon
de ﬁ =-w ,11 che sta a significare che la velocita relativa delle
particelle ligquide vale §’= - WXT ,ossia 11 liquido 2 in quiete ri
spetto al riferimento inerziale. Cid & naturale in quanto & ben no
to che 1l'unica configurazione di equilibrio di una massa fluida

autogravitante @ quella sferica.
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On a Generalization of
Szebehely’s Problem

A. MELIS and B. PIRAS (*)

Summary. In the present note, we generalize the Szebehely’s problem considering
Jorces generating a given family of orbits depending on the velocity components
in addition to the coordinates of the point. We obtain a relation corresponding to
the equation of Szebehely and we study some relevant examples.

Sommario. In questa nota si generalizza il problema trattato da Szebehely riguar-
dante la caratterizzazione delle forze agenti su di un punto la cui traiettoria é
una curva di una assegnata famiglia: si considera infatti il caso in cui le forze,
oltre che dalla posizione, dipendano anche dalla velocitd del punto mobile. Si
scrive una relazione corrispondente alla equazione ottenuta da Szebehely e si
studiano alcuni esempi particolarmente significativi dal punto di vista fisico.

1. In the determination of the potential function U(x, y) of forces actying
on a free point whose trajectory is an element of a given family of planar orbits,
Szebehely [1] obtained the linear, first order partial differential equation

(D £U, +1£,U, +2W(U +E) = 0.

Here, f(x, ¥) = « denotes the given family of orbits on the (x, y) plane, as
« varies. W is given by

2 2
Y Fexy =201, + 1, f
- 2 2
241
and the value of the total energy E, constant along any trajectory, is a given

function of «. Later other authors studied Szebehly’s equation in order to give
a geometrical interpretation of it, [2], or to suggest methods of solution and

possible generalizations. Assuming an appropriate system of curvilinear ortho-
gonal coordinates, a formula for the solution of problem was obtained in [3)]
and in [4] was shown that this formula gives a general solution of equation (1)

(*) Istituto di Matematica della Facolta di Scienze M.F.N. dell’Universita di Cagliari.

Presentato il 21/7/82.
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74 A. MELIS, B. PIRAS

and can be constructed from a particular solution.

The Szebehely’s problem was later generalized: in [5] with the hypothesis
that the trajectories of the assigned family of curves belong to a surface in three-
dimensional space; in [6] considering it in a rotating coordinate system. The
latter case is equivalent to studying the motion of a point subject to a conservative
force and to the Coriolis force, which is known to be linear in the components
of the velocity with given constant coefficients.

In our Note we generalize this problem considering forces derived from a
potential function that depends on the coordinates of the point and linearly
on the velocity components with coefficients which are unknown functions
of the coordinates. This is the case, for istance, of a point subject to a Lorentz
force. Whith these assumption, we obtain a relation corresponding to (1) and we
study some physically relevant situations.

2. If the forces actying on the point depend on its velocity besides its po-
sition, we assume in particular that they can be derived from a generalized po-
tential function

Ulx, y, %, ) = U, (x, )x + U, (x, )y + Us(x, )

in which Ul, U2 and U, are functions to find. The differential equations of
motion deduced from the lagrangian L = (%> + »%)/2 + U are

Il

Use + Wy, — Uy, )y

= U3/y ‘(UZ/x — Uy )x

Uy
where the subscripts indicate partial derivatives. They have first integral
1
(3) — (x* + 1) — U, (x, y) = K = Const.
2

Let us assume that we have a one-parameter family of orbits f{x, ») = a where
the trajectory of the point belongs. We have
(4) fE 41,3 =0
v N e .2 (S 2_—_
() [ X+ 0,0+ X+ 2, %0 + £, y=0.

From (3) and (4), we obtain the expressions

l/z(U3 +K) . /2(U, + K)
«" = * P’ d y E=at —_—
* 5y f£+f§ o . fz' +f£

Substituting these expressions with (2) in (5), yields the relation
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(6) FUsp +5,Uy, + 2WU; + K) £ (U, — U )2, +K)(];2+f;2)]1/2 =0.

This formula corresponds to (1) under our hypothesis about the forces. Formu-
la (6) contains the quantity K that is constant on any one orbit and so must be
given as an assigned function of the parameter «. The relation (6), once the family
of curves f{x, ¥) = o is given, can be considered as a necessary condition for the
three functions U, U, and U; in order that the point describes the given tra-
jectory. It shows how large is the class of functions satisfying the given problem:
in fact it is possible, for exemple, to assign arbitrarily two of the u’s and, by (6),
to deduce the differential equation for the third function.

If the functions U] and U2 are such that []2/x - U]/y = 0, (6) becomes (1):
in fact, the lagrangian functions of U end U, differ by a time-derivative of an
arbitrary function. Hence, the corresponding equations of motion are the same,
as it can also be deduced immediately from (2). On the other hand, if we assign
the function U, (x, y), formula (6) becomes

Tl 1y Uy + 2WCU; + 50
> [2Uy + K)(f2 + D]V

D Uy U

which represent the unique link between two functions U1 and U2 corresponding
to the assigned orbit. The problem becomes: find the vectors of the (x, y) plane
with components U, and U, of assigned curl.

The case when the difference U2/x — Ul/y is equal to a constant is also physi-
cally significant. This happens, for example, when we consider the point moving
under conservative force, with regard to a coordinate system turning uniformly
around an axis perpendicular to the (x, y) plane (see [6]). In fact, if we denote
by w the constant angular velocity of the coordinate system, it is known that the
potential function of the relative forces is given by

Ux, y; %, ) = w (yi —xp) + Uy (x, »)

(where U3 (x, y) contains the potential function of effective forces and also the
potential w?(x% + y?)/2 of centrifugal force).

Therefore UZ/x - Ul/r = — 2w and equation (6) becomes

(8 £ Uy 5, Uy 4+ 2W(U; + K) £ 20(2(U; + K)(f? +,f;?)]1/2 =0.

Like formula (1), this equation is a first order partial differential equation
in the single unknown function U3 (x, ») but, unlike (1), it is not linear.

Equation (6) takes a form more convenient for applications if, insicad of the
x and )y cartesian coordinates, we choose the curvilinear coordinates o and f3
defined by the assigned family of trajectories f(x, ¥) = « and by the family
of curves g(x, ¥) = f§ orthogonal to the given orbits, so that f g + _/'},gy = 0.
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Then, the kinetic energy T and the potential function U become, respectively,
T =1/2 [A(a, B)&’ + Ble, p)F* ]
U = M(a, )it + N, BB+ U (e, B)
in which
—(p2 2y/72. (2 2v/72.
A, B) = (8, +8,)0°; B(a, By = (f; + /%5
Mo, B) = (U8, — Upg IW: N, ) = (Upf, = U f, )l
and J :fxgy —fygx + 0.
If we recall that & = & = O on the trajectory, the equations of motion are
.o .
(My —N,)B— > B B> — Uy, =0
9)

1
1 2 _
Bﬁ+zBBﬁ UB/B_O
which have first integral
|
(10) — B = Us(a, /) =K.

From the first equation of (9), taking in to account (10), we have
(1 BUy, +B,(Uy +K) £ (N, — M) [2B(U; + K1Y =0

which is the equation corresponding to (6) in the new coordinate system.

3. In order to give some applications of this theory, let us suppose that the
family of trajectories is assigned with respect to a uniformly turning system.
So, as previously said in n. 2, U2/x — Ul/y = — 2¢w. In particular, if we consider
circular trajectories with center at the origin of the coordinate system, the equa-
tions of the two families of orthogonal curves are

Y
x2 +v? =« arctg —=p.
x
This being the case,
M=0, N=—wa, B=«

and cquation (11) becomes

aUy, + Uy + K+ w (20U, + KPP =0

[176]
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Setting V(a, B) = o U, + K), this equation takes the following form
V, tV2wr? =k,
or
(12) (V, —ak,)? —2w?V = 0.

In this equation neither the § coordinate nor the derivative with respect to f
of the unknown function V appear explicitely. Hence it is an ordinary differential
equation and its general integral will contain § as parameter.

If K does not depend on « (K constant), the general integral of the equation
(12)is

1
Ve, B) = > {wa T a(B)}?

where a(f) is an arbitrary function of 8. By definition of ¥, we can obtain for
U, the following expression

1

a(B)
Us(e, B) = —2— wla +a(p)

2a

Fw

up to an addittive constant. If a(B8) = 0, U, represent the potential function
of the centrifugal force alone (point at absolute rest). If a(B) # 0, the second
term of U3 gives rise to a non-central force for which the circular orbit is travelled
with non-uniform motion.

If K = oh (N # w), with arbitrary real constant \, the function

1

Uy = — (0 =) «
2

is a solution of (12). It represent the potential function of the centrifugal force
and of an elastic force with A% as constant.
In case we choose for K the expression

G

e

we have a solution of the form

K= +w4G20<

which, besides the term coming from the centritugal force, gives the Newtonian
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potential with G as constant.
When the orbits are logarithmic spirals, the equations of the two families

of orthogonal coordinate curves in polar coordinates are

e’ =a pe % =8

It follows that

w w «
M=——8, N= — q B=—
2 2 28
and the equation (11) becomes
1/2

0.

(63
@ Uy, +Us + K 3260 = (U + 0

One can verify that, when K is independent of «, a solution is given by

U, = wiaf—K = w*p? — K.

3

This is the potential of the centrifugal force w2p2/2 and of a repulsive

force with intensity proportional to the distance from the origin, with the factor

of proportionality is also equal to w?.
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AN EXTENSION OF ‘SZEBEHELY'S PROBLEM TQ HOLONOMICVSXSTEMS

A. MEL g and B PIRAS
m‘tematlco dell‘Unlvers

£3 di Cagliari, Ttalia

4~May:_accepté& 24 Octébér; 1983)

forze atte

Vescrlv Ye al puntd rappresentativo dl un 51stema :
olonomo ad n qradi di 11berté una traiettorla appartenente ad una
assegnata famialla di curve. Si scrivono le equazioni differenziali
alle derivate parziali del primo ordine che reggono il problema e si
considerano alcuni esempl particolari. ‘

1. INTRODUCTION

Several authors [1-7] have studied the problem of the determination of the
potential function of forces acting on a particle whose trajectory is an
element of a given family of curves. Szebehely obtained a linear, first-
_order partial differential equation for the potential function‘of forces
for which a particle describes a'trajectorylbelonging to a family of curves
given in the plane [6]1. Recently B. Erdi derived a system of two first-
order linear partial differential equations for the determination of'the
potential in the three-dimensional case [2]s

In the preseht note we generalize the problem considering a holo-
nomic' mechanical system having n degrees of freedom with constraints
independentvbf'time. In the n-dimensional configuration space Sn the -path
of motion of the system point Q is assigned as an element of a family of
curves. Kinetic energy is expressed in a general form and the trajectory is
assigned in Sn as the intersection of (n-1) hypersurfaces. We extend the
method followed by the authors mentioned and we obtain (n-1) first-order
linear partial differential equations for the potential function U.

If we consider the special case of a material point, these equations
naturally become those obtained before. We also illustrate the procedure

with the application to some particular examples.

Celestial Mechanics 32 (1984) 87-92.  0008-8714/84/0321-0087 $00.90.
© 1984 by D. Reidel Publishing Company.
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88 A. MELIS AND B, PIRAS
2, DERIVATION OF THE FUNDAMENTAL PARTIAL DIFFERENTIAL EQUATIONS

Assume a holonomic system with n degrees of freedom and with constraints
independent of time, described by the generalized coordinates Qyr oo e
q,- If the forces are derivable from a potential U, the differential
equations of motion are

9u

)t === Tz m ()
aq

rk
th 2 3g

sa _ l Bahk

arkdk * (

where ALk is in general dependent on the coordinates and the kinetic
energy 1is T:%ahkqhqk. In (1) dots denotes derivatives with respect to time;
repeated subscripts indicate summation from 1 to n.

The equations which represent the assigned family of paths in space

S are:
n

fi(q1, pr eees qn) =cyy (i =1,2, ..., n~-1)

where ¢, are arbitrary constants. Assume that fi satisfies all conditions

to define implicitly Qqr Qgs «wvs 94 @8 functions of ay and to have

first and second derivatives. Denoting q, by x, we may write:

a4y = ay3x)
dqg.
g, =—L g, (3=1,2, ..., n-1)
J dx
dij 2, %
4y = —5 X ¢ X
ax dx
where
dg. 21
i S Fo(G,, Qor wver G _q0 X)o (2)
ay D J 2 n-1
dzq. n-1 3F. dg oF . n-1 3F. oF .
] = v 1 s + _ 3 = ¥ 3 F + 1 . (3)
2 N s
dy s=1 qu dy X s=1 qu X

In these relations D is the Jacobian determinant:

5 - a(f1, fz, 560D fn—1)
B(q1, Ayr wevs qn_1)

and Dj is given by

Dj _ a(fW' f2’ ! fn—1)

- B(q1, Cey, qj_1, X, qj+1, Ceey qn~1)
Then the equations of motion become
U .
arx + BrX = g;; 7 (r =1, 2, ..., n), (4)

where =X and oL and Br are given by
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, 9
“r T %k S;_ J
da 1 da dq, dg d2q

Br=<ﬂ____&)_h__’s .

th 2 3q dyx dx dy
Introducing

dqh qu

T Ak E;« E;n

where E is the total mechanical energy of the system. We obtain in this way

8 20 + B '
ee————x¢
T

We can write the energy integral in the form

3t = U+ E,

Let r=n in Equation (4) and replace the expression of XZ. We have, letting
a =a and Bn:B:
% =

1 rau 2(U + E)
s
a a9y T

Substituting the expressions X2 and ¥ in the remaining (n-1) equations of
the system (4) we obtain

U U 2(E + U)
QL —— = A (uSr - o _B) =0,
3X qu T

(r =1, 2, ..., n - 1. (5}

These are the required (n-1) equations for the potential function U. They

may be interpreted from two different viewpoints:

(a) they are differential equations for the determination of paths
which are consistent with the potential U of an assigned force field and
correspond to the value E of total energy;

(b} they represent (n-1) conditions that must be satisfied by the

potential U so that point Q describes an assigned path of motion with a
given value E.
We are interested in the latter aspect for the extension of Szebehely's

problem to mechanical systems. If we have a unit mass particle equations (5)

assume the form

3q, 3U U 2(E + U) 3%q

2
9  9x ag n-1 ,9q 3x
r 5 (»ﬁ5> .
k=1 1“3y
in agreement with the results obtained

cases n=2 and n=3.

by authors mentioned above for the
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3. APPLICATIONS

In order to illustrate the procedure we consider some problems concerning
particular material systems.

As a first example let us consider (Figure 1) a plate with mass M and

C
P
x
>
O A B v
Fig. 1. The holonomic system with two degrees of freedom of the

first example.

the form of an isosceles right triangle, moving in the (0, x, y) plane so
that side AB moves along the x-axis. A point P with mass m describes the
hypotenuse BC. If £ and X are respectively the abscissa of A and P, the

kinetic energy of the system is

o= 40(m o+ M) E% ¢ 2mx? - 2mEx).

Given the equations of the family of orbits f(x, £)=c in order to define

implicitely & as a function of x, system (5) becomes a single equation

ag U dg U
{(M + m) -— - m} — +m (- & 2> e
dx X dx 3E
2m(2M + m) (E + U) d2€
+ 5 —5 = 0. (6)
/dg de dx
(M + m) ——) - 2m — + 2m
\dx dx

The solution of (6) gives the potential U generating a prescribed family
of curves of the (x, &) plane with the constant value E of total energy

along any path of motion.

If we consider for example the family of straight lines
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where h and ¢ are arbitrary constants, Equation (6) becomes

Els) 18]
[(m + M) h -m}] — + m(h - 2) — =0,
3Ix 3E

The general solution of this equation is given by

/ m(h - 2)
Uu=G6,§ - —m—mmm x),
\ (m + Mh - m

where G is an arbitrary function of its argument. In particular, if
h = -m/M, U is a function of the combination £-x. To this type belong for
example both the potential of weight when the plane (0, x, y) is vertical
and the potential of any elastic force acting upon P parallel to one of the
coordinate axes.

As a second example consider a homogeneous rigid rod AB with unit mass
and length 22 moving in the (x, y) plane so that A moves without friction
along the x~axis. Let us call x and 6 respectively the abscissa of A and

the angle of the rod with the y-axis. The kinetic energy is
v o= 3(%% + 4 2% + 20 cos o%d)
3
where, unlike in the preceding example, the coefficient of the rectangular

term %6 depends on 6. Given the equation f(x, 8)=const. of the paths of the

system point, (5) becomes

dx 4 2 Els) dx U
<,_ 2 cos 8 + — & ) —_ - <- + & cos @ —_— =
as 3 99X ds 26
.2
2(E + U) 4 d"x
2 2 2
= [( — 7 - &7 cos 8>-7 =
dx c dx 4 5 & e
(~—> + 20 — cos 8 + — L
de dae 3
dx 4 3
- 27 — sen 6 cos B - — &7 sen 6] D)
ds 3 e

where dx/d6 and dzx/de2 are calculated by Equations (2) and (3). For

example we want the solution of this equation when the family of curves is
X + £ sen 8 = C.

Then we obtain U as an arbitrary function of only 6: this happens if we
consider the relevant case of a heavy rod moving on the vertical plane.

As a last example we take a system of three degrees of freedom: a rigid
rod with unit mass and length 22 moving in a plane. If x and y are the

coordinates of the middle point and 6 is the angle between the rod and the
x~axis, following the procedure indicated, we have
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92
dx a0, au  20°(E + U) a’x
33— — -2 =t — =,
as se ax T a8
ay au a0 22%(E + U) a’y
3 — -t — e S -,
as a6 3y T as
where

ax\2 ,dy 2 82
R E s

We can verify for example that if the paths of the system point are

X - hg = ¢ y - k8 = ¢

1

with h and k arbitrary constants, the previous equations are satisfied by

2

U = G(3hx + 3ky + 228),

where G is an arbitrary function of the argument 3hx+3ky+120.
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Rendiconti Seminario Facoltd Scienze
Universitd Cagliari Vol. 54 Fasc. 2 (1984)

Una osservazione sul
“Problema inverso generalizzato”
di Szebehely*

A. MELIS, B. PIRAS (*¥)

Summary. Through the use of JACOBI's formulation of the least action principle,
differential equations for «SZEBEHELY’s problems extended to a holonomic
system with n degrees of freedom are obtained.

In un recente lavoro [1] abbiamo generalizzato il «problema di SZEBEHELY»
considerando un sistema olonomo ad n gradi di liberta: assegnata una famiglia
di traiettorie del punto Q rappresentativo del sistema nello spazio S, delle confi-
gurazioni come intersezione di (n — 1) ipersuperfici di equazioni

4y, q, . ...4,)=¢ (i=12,...,n—-1)

e supposte verificate tutte le condizioni che consentono di definire, tramite
queste, (# — 1) delle coordinate lagrangiane in funzione della rimanente q, = X,
abbiamo dimostrato che il potenziale U delle forze atte a far descrivere al punto
Q. una traiettoria dell’assegnata famiglia deve soddisfare alle seguenti equazioni:

AU W 2E+D)
(D Ar:“r—““a—+———(a,ﬁ—6,a):0
ax q, T (r=1,2,...,n—1).

In esse, tenuto conto dell’espressione dell’energia cinetica

n

Z @54,k

h k=1

T =

8| =

i simboli che compaiono hanno il seguente significato:

(*) Lavoro eseguito nell’ambito del GN.F.M. del C.N.R.
(**) Dipartimento di Matematica dell’Universita di Cagliari.

Presentato il 10/7/1984.
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n dq

n

to [ 1

= }: U dn9x = Zahqh’ (ql dx)
h=1

h k=1

oT
ar_z fqu 2 a (r=1)21"'3n_1)

n da 1 da,
k
g = E ( ! ) 'q, + q, =
r N aqh 9 a Apdy Z a4y

n do 1 o7
"
+ I; 2k 9k ix 2 ox
ed E denota il valore dell’energia totale, costante su ogni traiettoria.

Interpretando le (1) come equazioni differenziali per le traiettorie compa-
tibili con un campo di forze conservative di dato potenziale U, ci é sembrato
interessante mostrare che & possibile ottenere le stesse deducendole da un prin-
cipio variazionale, ossia trattare il problema ravvisando in esso un aspetto par-
ticolare che lo inserisce nel pitt ampio problema inverso della Meccanica analitica.
Una osservazione di questo tipo & stata fatta di recente nei riguardi della equazio-
ne di SZEBEHELY relativa ad un punto materiale [2]. Nel seguito esporremo
succintamente il procedimento adottato, rimandando per i particolari della trat-
tazione alla Nota scritta in forma pit estesa presentata per la pubblicazione
sulla rivista «Celestial Mechanics».

Introduciamo lintegrale d’azione

Il
A:f 27 dt

Iy

che, utilizzando il teorema della conservazione dell’energia nella forma
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™ = 2AE + U)

puo scriversi

X2
A:] V2r(E + U)dx

Xy

In esso non compare piu la variabile temporale e x; e X, sono le determinazioni
della variabile x nelle configurazioni iniziale e finale. L’integrale A risulta cosi
un funzionale definito nella classe di funzioni

q; = q,x) G=1,2,...,n=1).

assegnate implicitamente dalle equazioni f; = ¢;. Il parametro x svolge qui il ruolo
di variabile indipendente e come tale viene mantenuto immutato nel processo
di determinazione della variazione prima di A. Tale procedimento costituisce
una applicazione della nota formulazione di JACOBI del principio di minima
azione [3].

Le equazioni di EULERO che assicurano la stazionarietd del funzionale A
si possono scrivere nella forma:

E+U | d or or
) (-«—~,-——)+
T dx 9q, aq,
I or d E+U U
+ - —— —— = — =0 r=12,...,n -1
2 9q, dx T aq,

Introducendo le notazioni sopra ricordate le equazioni (2) assumono la forma

n-1 oA —oA

r

i=1 &
o quella equivalente
a,q, =7 o
rtr B r I
(3) Sl A+ ) Tga =0
&, j=1
n—1

dove il simbolo Z i rappresenta la somma estesa a tutti i valori dell’indice
j=1
j escluso il valore r.
Posto
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T : I r=j
4; — rfzz)\r/ 5rJ_O -
il sistema (3) diventa
n-1
Y AA =0, r=1,2,...,n-1)
j=1
che, essendo
o
det | ?\U.“ = 7""220
L
¢ equivalente al sistema di equazioni
A =0 r=1,2,...,n—1)

ottenuto in [1] per via diretta.

Bibliografia

[1] MELIS A., PIRAS B., An Extension of Szebehely’s Problem to Holonomic Systems.Celest.
Mech. 32, 87 (1984).

[2] PUEL F., Equation de Szebehely et principes variationels. Celest. Mech. 32, 349 (1984).

[3] GOLDSTEIN H., Classical Mechanics. Addison-Wesley Publ. Comp. Inc. Reading, Massa-
chusetts (1950).

[192] Meccanica dei fluidi e fisica matematica tra ricerca e insegnamento



AN OBSERVATION ON THE INVERSE EXTENDED PROBLEM OF SZEBEHELY

A. MELIS and B. PIRAS
Dipartimento di Matematica dell’ Universitd di Cagliari, Italia

(Received December 5, 1984; accepted March 7, 1985)

Abstract. Through the use of Jacobi's formulation of the
least action principle, differential equations for 'Szebehely's problem"
extended to a holonomic system with n degrees of freedom are obtained.
Sunto. Si riottengono le equazioni differenziali relative
al "problema di Szebehely' esteso ad un sistema olonomo ad n gradi di
liberta utilizzando il principio di minima azione nella formulazione di Jacobi.

1. Introduction

Recently [1] we showed an extension of the inverse problem of Szebehely
considering a holonomic system having n degrees of freedom.

As Szebehely pointed out when considering the case of a particle
[2], the existence of several approaches more or less facilitates the
treatment of the problem, particularly as regards the way in which
the family of trajectories is given. In [1] the path of motion of the
system point in Sn is considered the intersection of (n-1) hypersurfaces

) = c, (i=1, 2, ...k, n-1)

£ilaps g oo a i

and we assume that fi satisfies all the conditions to define
A Gys vees 9, as functions of q, = X-
In this manner the potential function U must satisfy the following
equations:
au « 3u o 2(E+U) (a

a
r 3Y 8qr T

B -Ba)=20 (r=1, 2, ..., n-1)
r r (1)

The kinetic energy is expressed by:

T=l S .
2 hrne ¢

Celestial Mechanics 36 (1985) 83—-87. 0008-8714/85.15
© 1985 by D. Reidel Publishing Company
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the symbols used are defined as follows:

dq.
T=a,q/q) = oql [q' = *‘1)
hkThk 130 ST O T Y

1 9t

@, =aqp =5 551 (r=1, 2, ..., n-1)
B_("’ark_zaahk)..+ . s
T 8q, 2 3q R R

_%%k 1 Py "
B = S q'q +a.,q' =" -5
dqy, 2 3x ) ‘h'k nk*k ~ dx 2 8%

and E is the total energy of the system, constant along each trajectorv.

Repeated subscripts h, k indicated summation from 1 to n; j from 1 to
n-1.

As noted in [1], equations (1) represent either the conditions for

the potential U when the trajectories are assigned or the differential
equations for the determination of paths consistent with the potential

U of an assigned force field. In this respect it is interesting to

show that the same equations can be obtained by a variational principle.
An observation of this kind has recently been made on Szebehely's equation
regarding the 'inverse problem' for a material point [3].

2. The Variational Principle

For this purpose we consider the action defined by the integral
t
A = f 2T dt.

o

Using the energy integral in the form

%% = 2(F + U)

[194]
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we have X2
A= j vV27(E + U) dx .
S]

The time variable no longer appears and Xq and X, are the values of the
parameter x at the end points.

Therefore integral A is a functional defined in the class of functions

. = Q. i=1, 2, ..., n-1
q; qJ(x) (3 n-1)

implicitly assigned from the equations f, = c,. Parameter Y is here
i i

the independent variable and as such is constant during the displacements
which characterize the first variation of the integral A. With respect
to X, the extremum of action A leads to Euler's familiar differential

equations. This procedure is an application of Jacobi's known formulation
of the least action principle [4].

3. Conditions for the Stationarity of A

Euler's equations for the stationarity of the functional
2
A= J V2t(E + U) dx
X1

are given by

E+ U (£L At 3t ) + 18t d Bt 93U _
T

In order to compare these equations with (1) of the first section, after
some transformations we can write them in alternate form:

3t aU S L A SO 1V q
1 T A G
8q . ax dq.  3q qu J

+2(E+U)[(iil._ﬂ\_i§l~§£]_o
1 t

T dx aqr aqrj 2 aqr dx

or
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QT_.B_Q_(ZT__aqu au qt(_________._.____
! 1 . s 1 t
da_ ax aqj i7 8a, j\aq aqj 8qj 8q_/
(2)
+NE+w[{£aq_§L _lﬁTﬂ]=m
T dx qu 8qr 2

Now considering the identities:

(d at 3t ) _ L 3t drt

dx 3q! aqr ) 2 3q' d i
(r_l’ Zy » ﬂ'l)
equations (2) become
LA BU L AU U
T 3x 3q. 95 “%r 3q, ~ % 3q
i . ¥ (3)
2(E + U) _ ) .
i po (e, - @ B+ (ajar arﬁj)qj] 0.

Now if we denote the first member of equations (1) by Ar’ and given that

au

2(E + U) B} =
o b, + . <ajsr @rﬁj)]}

) 8u
{qj[ar 8qj

a, A - a A,
- _1r ri1
o qj ’

equations (3) assume the form

a.Ar - utA.
lr rdoge = = -
A+ 3 qj 0 (r=1, 2, ..., n-1)

or the equivalent

t
a -1
rqr

A+ q'.A = 0. (J # r) (I‘=l, 21 ey n"l) (A)
s 15 J 3]

If we use the following notations:
T 1 r=j

! - = = .
G Syay T G0 )
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system (4) can also be written as

ArjAj = @, (r=1, 2, ..., n-1) (5)

We find, after some straight-forward calculations, that

o Tn-2 4

*1% " g

det erju = 0

and we can conclude that the system (5) is equivalent to the system
of partial differential equations:

A =0 (r=1, 2, ..., n-1)

obtained directly in [17.
4. Conclusion

In this paper, we have proved that the equations for the Szebehely
Problem extended to holonomic systems with n degrees of freedom can
be obtained by means of Jacobi's formulation of the least action principle.
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ON SZEBEHELY’S PROBLEM EXTENDED

TO HOLONOMIC SYSTEMS

MECCANICA
21 (1986), 71-74

WITH A GIVEN INTEGRAL OF MOTION*

Antonio Melis** Francesco Borghero**

SOMMARIO. Assegnata una famiglia di curve nello spazio
S, delle configurazioni di un sistema olonomo conservativo
ad n gradi di libertd, si determinano le equazioni differenziali
alle quali deve soddisfare il potenziale delle forze npplicavte
uaffinché il punto rappresentativo del sistema possa descrivere
una qualunque delle traiettorie appartenenti alla data fani-
glia. Si scrive poi Uespressione del potenziale supponendo che
sia assegnato, oltre U'integrale dell’energia, un integrale primo
del moto, lineare nelle velocitd lagrungiane. Infine si rica-
vano le condizioni di compatibilitd fra la costante dell’ener-
gia L, il purametro « che interviene nell'integrale primo e
le n-1 costanti geometriche ¢, c,, . . ., Cai che caratteriz-
zano la famiglia di curve. Si conclude con due semplici
esempi che illustrano quanto esposto.

SUMMARY. We consider a fumily of curves in the n-dimen-
sional configuration space Sn of a holonomic system with
n degrees of freedom. We obtain first-order partial diffe-
rential equations for the potential function U of forces
under which any trajectory belonging to the given family
of curves can be described by the representative point of
the system. We write the potential function U supposing
that, in addition to the energy integral, a first integral of
motion linear in the lagrangian velocities is assigned. Next
we obtain the compatibility conditions between the energy
constant E, the parameter o« which appears in the first
integral, and the n-1 geometric constants C10 €50 « o« w Cyj
which characterize the family of trajectories. Finally we
discuss two simple examples.

1. INTRODUCTION

The study of orbits of artificial satellites can be used for
the determination of the Earth’s, Moon’s etc. gravitational
fields. In this contest, during the International Meeting on
«Earth’s Rotation by Satellite Observations», (Cagliari,
April 1973), V. Szebehely [1] taked again the classical in-
verse problem of dynamics consisting in the determination
of potential function of forces under which any trajectory
belonging to a given family of curves can be described by a
particle. He obtained, in two-dimensional case, a linear, first
order partial differential equation for the unknown potential
function.

* Work performed under the auspices of G.N.FM-C.N.R. Italy.

** Dipartimento di Matematica, Universita di Cagliari, 09100 Cagliari
(Italy).
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The problem has been dealt with by several different
authors in both two and three-dimensional case and later
generalized for the case of n dimensions. A list of works
sufficiently complete dealing with this subject is given in
the References.

Recently [16] the problem has been extended to holo-
nomic systems having n degrees of freedom by assigning an
(n — 1)-parametric family of trajectories of the representative
point of the system in the configuration space SI1 and the
n — 1 first order linear differential equations, which must
be satisfied by the potential U compatible with the given
family of trajectories, have been written.

In the present note again we have obtained n — 1 equa-
tions for the potential function U which, unlike what was
done in [16], are here written in general form without fa-
voring any coordinate with respect to others. Thus, for the
equations f“(ql, .. .= cole=1,2,..,0-1),
representing the given family of trajectories, those conditions
which in [16] were necessary to define ¢!, ¢2 ..., ¢"~!as
functions of the remaining ¢", are not required in this case.
Moreover we now consider the problem supposing as given,
in addition to the surely existing energy integral, a first
integral of motion linear in the lagrangian velocities.

Furthermore, we establish n — | compatibility relations
among the n + 1 parameters which appear in the problem,
n — 1 of which are the geometric constants ¢, ¢,, ..., ¢, _,
characterizing the family of trajectories, another is the
mechanical constant E representing total energy of the sy-
stem and the (n + 1)" is the constant « of the first integral
assigned.

We then illustrate two simple examples.

2. THE SYSTEM OF DIFFERENTIAL EQUATIONS FOR
THE POTENTIAL U

It is known that the Lagrange equations governing the
motion of a holonomic system, having n degrees of freedom
with constraints independent of time, can be written — using
the Einstein summation convention — in the following form:

Gh=g"— gk

Coefficients Fzs are the Christoffel simbols of the second
kind expressed by:

hEks= 142550 [@))]

o hi
Ppe=a"Ty;

where the quantities
1 9
k

P = 3 .(aka:i +3,a,—3,4,), (ak = J)

71
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rare Christoffel simbols of the first kind, and in which the
_ cof gy
~ det [a,”.

which appear in the kinetic energy of the system:

coefficients "’ are the reciprocals of the a;,’s

1
1 o x
T= a0 N E L L @
The Q"'s are given by a” ’Q’,, since the Qs are the generalized
components of applied forces.
In the configuration space S, let us assign an (n — 1)
parametric family of trajectories:

f“(ql, 4.
We propose to find a potential U of the conservative forces
under which any trajectory belonging to the family (3) can
be described by the representative point P of the system.

The vector velocity q = (¢', 4%, ..., ¢") of PE S, can be
expressed as follows:

..,q"):cn,(u= l,2,...,lz*l),cu:const. (3)

q=M(q) w (4
where at present M(q) is an arbitrary function of q = (q‘,
ql, ..., q") and w is the unit vector of the tangent to the tra-
jectory.

Since the energy integral is available:
T-U=E (5)

using the relations (2) and (4) we obtain
. y
U = = M) a,,(@) Wk~ F )

which is analogous to the expression written in [21] from A.
S. Galiullin regarding a particular inverse problem of dyna-
mics.

Differentiating twice relations (3) with respect to time
we obtain:

9, f,d" + 0, f, a5 =0, (u=1,2,..,n 1),

aZ
(aks = aq*aq )
and introducing the lagrangian velocities obtained from (4)
and the ﬁ" ’s given by (1) we get:
a9, £, 0+ M (@) By f, — T3, 9, f,) =0,
wmw=12..,n-1)

Now expressing Ml(q) by (6) and keeping in mind that in
the conservative case Q; = 9,U, we finally establish the equa-
tions:

AU+ AU+EYW, =0, (u=1,2,..,n=1) ()

where
i _ hi .
Au—a' ahf",
! Y k
_ _rh 5
%= e Onh Ph 9,0) ok,

This is a system of n — 1 linear partial differential equations

72

of first order in the unknown function U, and it is the na-
tural generalization of Szebehely’s equation [1] in the case of
a holonomic system having n degrees of freedom with time-
independent constraints.

3. POTENTIAL FUNCTION U COMPATIBLE WITH THE
ASSIGNED FAMILY OF TRAJECTORIES AND A GIVEN
FIRST INTEGRAL

Now, let us assign a first integral of motion, linear in the
lagrangian velocities(]l, 1'12, ..., 4" of the type:

Aq=« (o = const.) (8)
expressed as the scalar product of the two vectors q and
A=Ay 7\"), )\l, )\2, o1 ) 5 7\" being given functions
ofg' g% ... q"

The existence of such a first integral may be suggested
by the kind of forces acting on the system (as for example
takes place when a central force act on a particle, because
then the integral of angular momentum is available) or by
special «symmetries» in the system which require the presen-
ce of cyclic coordinates.

Introducing (4) in the integral (8) we have:

a

M(q) = WY ()]
h

which specifies the previously undetermined function M(q).

Substituting (9) in (6) we obtain the potential function:

ho ok
1 ) a,,w'w
Uq)= -« s =E (10)
2 ()\hw )
Remark. Introducing the matrices:
wt A
w? A,
A=lgle=| .| A=
w" A

and denoting by € and A the transposes of £ and A, (10)
can also be written:

(. Q4

UQq)= =~ o8 ——— —E. (109
2 (A)?

It can thus be observed that the dependence of U on the
given family of trajectories is expressed in (10) by means

of the matrix £ and its dependence on the assigned first

‘integral by means of the matrix A and the scalar «; while

the matrix A characterizes the material structure of the
system. The constants E and « are to be intended as func-
tions of the geometric parameters Cp €y o 6y because
they depend on the trajectory.

4. COMPATIBILITY RELATIONS FOR THE PARAME-
TERS OF THE PROBLEM

We now propose to determine the relations that must be
satisfied by the energy constant £ and the parameter @ which
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appear in expression (8) of the given first integral so that
point P representing the system describes a trajectory be-
longing to the family of curves (3) in the configuration
space S, This is obtained by letting expression (10) of
potential U satisfy the system of differential equations (7).

E and a, as previously observed in n. 3, must be considered
dependent on the geometric parameters CpCypevnCy_y In-
troducing into equations (7) the expressions of U and B’.U
deduced by (10) we obtain the required compatibility
conditions:

n=1(1 a2 AE B
u; S P@ = ¥, +o’R, =0, (11
w=12,...,n=-1
where:
a, o W .
Plg) = m U = A S

1
Ru = E ‘I)" + P(q) W“, (bu = A'uafP'

We shall now show with some examples how sometimes
equations (11), whenever « is assigned as a function of the
cu's allow us to determine the dependence of E on the ¢ s
and thus, by means of (10) and equations (3) of the family
of curves, to give the final expression of potential U.

5. EXAMPLES

a) Let us consider the particular system with two degrees
of freedom (n = 2) constituted of a particle of mass m
describing an orbit about a centre of force coincident with
the origin of a given rectangular system of reference Oxy.
Of course, the configuration space .S'2 is with this choice
identical to the plane of motion.

Let us assign in .5'2 the one-parametric family of trajec-
tories:

fx, ) =c. 3"

Keeping in mind the existence of the first integral of angular
momentum:

Xy —yx=a (8"

the n — 1 compatibility equations (11) for parameters E, «
and ¢ are reduced to the single equation:

dE 1 do?
— = —m — P(x, y) + ma?Q(x, y) (12)
dc 2 de
where
£2ag?

Plx, )= ——2_

Gf, + 9f,)
06y = I =TI+ O =1 = xf,)

Gf, + 1)

and by (10) the expression of the potential is:

21 (1986)

1
Ulx, y) = ;mmzp(x,y)—s (13)

If in particular the family of trajectories (3') is given by
the conic section with the center in 0:

ax1+by2=c

we show that if we assign suitably the parameter « as func-
tion of ¢, we obtain the well known potential of the linear
restoring forces (or the potential of repulsive forces propor-
tional to the distance from the center 0). In this case (12)
becomes:

dE do? (lz)cz-i—bzy2

1
—_—=—m —
dc 2

b—a
: s=——m— mo’ ¥, (axszyz).
dc ¢ ¢

If the dependence of « from c is:

k L2 k
oz:(— cz) . (—=const.>0)
ab

mab
we obtain:
k(a + b)
E=— (ax2+byY
2ab

which leads, by (13), to the expression:

1
Ulx, y) =— Py (x* +yh).

b) We consider again the central motion, r, 6 being now
the polar coordinates of the particle.

The family of trajectories (3) in the configuration space
S2 is:
f(r,0)=c, 3"

where we assume, to simplify the calculation, r, 8 as rectan-
gular cartesian coordinates of the representative point of the
particle in S,: relation (3" represents both the family of the
trajectories in 52 and the corresponding family of orbits in
the plane of motion.

The first integral of angular momentum is of course:

l'zgl=0(.

Proceeding as in case (a), the expressions (11) become a
single equation:

dE. 1 da? .
—=—m — P(r,0) + . 6 14
1 2mdc (r, 0) + m a”Q(r, 6) (14)
where:

f02+"2 rz f,fas _fafm
P(r,6)= _ﬁ? , o, 9)=T

Now, let us consider in SZ the family of trajectories:

r(l +ecosb)=c,

I3
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to which corresponds in the plane of motion a family of"

conics with given eccentricity having one focus at the center
of motion.

Now, we show that we obtain the Newtonian potential
U, taking:

ke \¥?
@ = (—) , (k= const.>0).
m

In fact by (14) we have
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ON SZEBEHELY’S PROBLEM FOR HOLONOMIC SYSTEMS
INVOLVING GENERALIZED POTENTIAL FUNCTIONS*
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Abstract. We consider the problem of finding the generalized potential function V =
Udg', ¢%-..,4"d + U(g", 4% ..., q") compatible with prescribed dynamical trajectories of a holonomic
system. We obtain conditions necessary for the existence of solutions to the problem: these can be cast into a
system of n—1 first order nonlinear partial differential equations in the unknown functions
U,,U,,...,U,, U.In particular we study dynamical systems with two degrees of freedom. Using ‘adapted’
coordinates on the configuration manifold M, we obtain, for potential function U(q', 4?), a classic first kind &,
of Abel ordinary differential equation. Moreover, we show that, in special cases of dynamical interest, such
an equation can be solved by quadrature. In particular we establish, for ordinary potential functions, a
classical formula obtained in different way by Joukowsky for a particle moving on a surface.

Keywords. Inverse problem, generalized potential, holonomic systems.

1. Introduction

In previous papers [1-4] we have considered, within the framework of the inverse
problem of Lagrangian dynamics, the so-called:

GENERALIZED SZEBEHELY’S PROBLEM. Let S be a holonomic system with n
degrees of freedom subject to scleronomic perfect bilateral constraints. We want to find
the potential function U(q',q% ..., q") under which a family of curves, given on the
configuration manifold M,, is such-that any of these curves can be described as d
dynamical trajectory of the representative point.

The object of this work is to investigate the analogous problem for generalized
potential functions, which are linearly related to Lagrangian velocities and hence are
of the type:

V=Uld" a*....q" + U, ¢ ..., q", m

where U, U,,...,U,, U depend uniquely on the Lagrangian coordinates
q*, 4% ..., q" Here and in the following, the summation convention on the repeated
superscripts and subscripts has been used. The analogous problem for a particle has
been considered in [5-7].

According to the approach used in [2] for a similar problem concerning potential
functions, the necessary conditions for the representative point to describe a trajectory
belonging to a prescribed family are obtained in the form of a system of n — 1

* Work performed with the support of the Gruppo Nazionale di Fisica Matematica (G.N.F.M.) of the
Italian National Research Council.

Celestial Mechanics and Dynamical Astronomy 49: 273284, 1990.
© 1990 Kluwer Academic Publishers. Printed in the Netherlands.
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274 FRANCESCO BORGHERO AND ANTONIO MELIS

nonlinear partial differential relations (see [14] Section 2) involving the n + 1
functions U, U,,..., U,, U. :

For a broad class of holonomic systems subject to forces derived from an ordinary
potential function where cyclic coordinates exist, these relations constitute a system of
nonlinear partial differential equations in the only unknown function U(q, ¢%,.. ., q").

In particular, holonomic systems whose configuration space is a two-dimensional
manifold M, will be considered in Section 3.

The analysis of these systems leads to a nonlinear partial differential equation ([16]
Section 3). This result generalizes a linear equation obtained by R. Mertens [8] in the
study of a particle moving on a given surface and subject to forces derived from an
ordinary potential. Our extension is concerned with holonomic systems in two
degrees of freedom acted on by a generalized potential. In addition, by suitably
choosing the coordinates on M,, the problem of integrating the partial differential
equation obtained for the part U(q, ¢?) of the potential function (1) that does not
depend on the ¢’s, may be reduced to solving a classical 1st kind of Abel ordinary
differential equation ([32] Section 4).

This type of differential equations are probably among the simplest first order
equations besides thosé of Riccati. They are of large interest in analysis and have been
thoroughly investigated by Abel, Appell, Liouville, Boutroux and others. In our
opinion it is of some relevance that these equations find a concrete application in the
generalized Szebehely problem, which constitutes the subject of this note.

Following Kamke [9] we develop a procedure for solving this equation in the
general case. Next, for particular cases which are of interest from the dynamical point
of view, we point out that the same equation can be solved by quadrature, when its
coefficients satisfy prescribed conditions.

For ordinary potential functions it is shown that Abel’s equation reduces to
Bernoulli’s equation, the integration of which leads to a classical formula established
by Joukowsky [10] for a particle moving on a surface. This formula therefore also
holds for arbitrary holonomic systems with two degrees of freedom.

Finally, we observe that the concept of generalized potential functions is not purely
theoretical but is encountered in several applications. Apart from the cases usually
mentioned concerning electromagnetic forces acting on charged particles (Lorentz
forces), or for forces that appear in the rotating frames (Coriolis forces), generalized
potentials also appear in connection with the motion of holonomic systems subject to
forces derived from ordinary potential functions, whenever cyclic coordinates exist
[11]. This is the case of the motion of rigid bodies with gyroscopes inserted into their
internal structure, or equally interesting, of rigid bodies with cyclic inner motion (e.g.
the Earth) studied by V. Volterra [12].

2. Partial Differential Relations for the Generalized Potential Function

Suppose we are given a holonomic system with n degrees of freedom subjected to
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generalized forces of the type:

v d (av

Q,._al.,aa_‘f) (=1,2....n) @

where the Q; are independent of the §'; U must be expressed as in (1).
Substituting (1) in the expressions (2) for Q;, we obtain:

0
0= Vihqh + U, (i=12,...,n), <5i = F) (3)
q
where
Vi@ = Uy — 0,U;, (i = —Vm)- “)

In (3) the generalized forces are thus decomposed into the part J,U, which depends on
the ordinary potential function U(g), and into the term y,4" which might be
considered to represent the gyroscopic forces.

As is well known, under these circumstances, Jacobi’s generalized energy integral
holds:

T-U=E (5)

where only the term U(g) of expression (1) for the generalized potential function
appears.

The Lagrangian equations of motion for holonomic systems with perfect, time-
independent constraints, may be written in the following normal form:

G =0F — ey (k=1,2,...,n) (6)
where ij,, are the Christoffel symbols of the 2nd kind expressed as

rkjh = %aki(ajahi + 51.4;;‘ - aiajh) 7
and

Qk = akiQi'

The coefficients a*' = (cof. a;)/[det(a,)] are reciprocals of the coefficients a;, of the
given kinetic energy of the material system:

T= %aik(q)qiqk- )

Let us suppose once again that we have, in the configuration manifold M,, a
prescribed n — 1 parametric family of dynamical trajectories of the system’s represen-
tative point:

fy(qli qza""q"):c;n (/l: 1,27“‘,7171), (9)

where f, are functions of at least class C?, defined in a open set of M, and functionally
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independent, ie. such that their Jacobian matrix, with respect to g, has maximum
rank:

0
rank(——é@):n—l, w=12,...,n=1), (h=12,...,n).
q

The velocity vector v =(g", 4%...,4" of the representative point Pe M, can be
expressed, as in [2], as follows:

"= M(gxr", (h=1,2,...,n) (10)
where M(g) is an arbitrary function of ¢', g%, ...,q" and 1" are the contravariant
components, according to the local base, of the unit tangent vector t, given by:

)it LAh
S L7
J(= 1) a ;AN

with the condition:

T

(h=1,2,...,n) (11)

It] = ayt'tt = 1.

The double sign in (11) is related to the two different ways of orienting the trajectory.
A" is the minor obtained from the Jacobian matrix:

afi(q) afi(q) )
J = aQI aqz ....... aq"
0fp-1(q) df,-1(q) 0fu-1(q)
oq* oq? oq"

deleting the hth column.

Now, by generalizing a procedure introduced by Szebehely in [13], we differentiate
Equation. (9) twice with respect to time and obtain:

. N i
ahk. uq}qk + 8kfuqh = 09 (/l = 1:27 Y 1)s <ahk = W) (12)

Substituting in (12) the expressions for ¢", ¢* given by (10) and (6), taking (3), (4) and (7)
into account we have:

a0, £,0,U + M*q)0;.f, — T 0 f )07 + M(9)a™ 0, [yt = 0
(k=12,...,n~1). (13)
Due to the first integral (5), the function M(g) for (8) may be written:
M(g) = +/2(E + U)
which, substituted in (13) gives:

(k=1,2,...,n—1), (14)
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where
Ahu = ahkakfu I/V;l = (ajhfu - I_‘kjhak./;t)fjrh

Rk i B i (13)
Q,l =a akf,;?ih"f =4 wYinls Yin = O;Uy — 0,U,.

Equation (14) is a system of n — 1 nonlinear partial differential relations in the
unknown functions U(g), Uy(q), Uy(q),...,U,(q) and it is the generalization, in the
sense of Szebehely, of (7) in [2] for holonomic systems subject to forces derived from a
generalized potential function. The energy E which appears in (14) is constant on
every dynamical trajectory belonging to the configuration manifold M,, but generally
varies from one trajectory to another. Hence E is regarded as a known function of
Cy,C3,...,C,— ¢ Which parametrizes the prescribed family of curves according to (9).

The relations (14), given the family of curves (9), provide necessary conditions that
must be satisfied by the functions U(g), U,(q), U,(q),..., U,(g) in order that the
representative point describes one of the curves (9). These show that a very broad class
of functions exists, satisfying the problem set; in fact we can for example give any n
from among the U,, U,,..., U,, U and by means of (14) derive the system of partial
differential equations for the others.

If, for instance, we assign the functions (gyroscopic terms):

Yau(@) =0U,— 0U;, (5, h=1,2,...,n)
Equations (14) provide a system of n — 1 Ist order partial differential equations in the

unknown function U(q', 4%, ..., ¢") which is nonlinear due to the presence of the terms

V2(E + U)Q,. This is certainly the most interesting case because the gyroscopic
terms y;, may be regarded as automatically assigned in holonomic systems with cyclic
coordinates.

In the sequel the attention will be focused in particular on holonomic systems with
two degrees of freedom which can be studied in detail and for which interesting results
are obtained.

3. Holonomic Systems with Two Degrees of Freedom

We consider here a holonomic system with two degrees of freedom whose con-
figuration manifold reduces to a two-dimensional surface M, with metric given by the
kinetic energy T-

ds? = 2T(dt)? = a,, du® + 2a,,dudv + a,, dv?,

where u, v, the Lagrangian parameters of the system, are taken as Gaussian
coordinates on M, and the coefficients a,; are obviously known functions of u, v.
The given family of curves (9) lying in M, now reads:

f(u,v) = const.
Thus the problem leads, for the generalized potential function;

Vi, v, it, 0) = U, (u, )it + Us(u, v)p + Ulu, v)

L'opera di Antonio Melis - Ristampa anastatica della produzione 1955-1999 [209]
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to the single equation:

ou ou
ALt A2§+2(E+U)Wi AE+ U)Q =0, (16)

where, from (15), we have:

1 1
Al =E(azzfu*axzfv), A? =;(a“f,,—(121fu)

of of 17

a= det((laﬂ) = qay,0y9 — auz, = %—, = _a_v.

with
W= (fuu— Flllfu - rzufu)(fl)z + 2 fuo — rhyfu— r221ﬁ)T1T2 +

+ (fvv - I_‘122./;1 - FZZZfU)(TZ)Z (18)
U ouU

Q =y, —A'T), =gt (19)
u ov

Making use of (11) we get:
4

= 4 R 2=F = 20
' B W ' i al f 2
which, substituted in (18) and (19), gives:
1

W= a_A—7 {(f;m.fuz - zf;ll}f;lfv + fvv.fuz) - (Flll./;l + rzilfu)fvz +
+ (rlll u + r221fv)fufv - (FLZZL + FZZqu)f;lz} (21)
Q= \/A‘f Yias (22)

a

where A, f is the Beltrami differential parameter of the st order of the function f
given by (see [14] p. 155):

wOf o 1

Al./‘ =a aqa aAqE = E(allfvz - 2a12fufv + a22fu2)‘ (23)

If we now use the well-known Bonnet formula for the geodesic curvature K of the
curves on a surface (see [14] p. 190)

K. = Ju_ {_a_(aLqu - azzﬂ) i 2(a12fu - allﬂ))} (24)
T Jalou\ s f w\  JaA,f
Equation (18) may be written:

W= —/AfK,. (25)
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Due to (17), (22), (25) the differential Equation (16) has the form:

MJV) - 2E + UNETK, F B+ 0) MLy, 2 o

where A(f, U) is the Beltrami mixed differential parameter of the 1st order of the two
functions f and U, defined as follows (see [14] p. 155):

w0/ U1

oU oU
A(fU)=a g 0g = E[(‘lzzfu - a12fv)—a; +(ay1f, — as£) 567] 27

Equation (26) constitutes the generalization of the result of R. Mertens [8] already
mentioned in the Introduction.

4. Integration of Partial Differential Equation for the Potential Function U

Assuming that the gyroscopic term 7, , is known, Equation (26) becomes a nonlinear
partial differential equation for the function U(y,v). The study of its integration is
greatly simplified if an adapted system of coordinates is used on the configuration

manifold M,; ie. a system where the prescribed trajectories are chosen as the first
family of coordinate lines

f(u,v) = g = const. (28)
the second family being given by the curves orthogonal to (28):
h(u,v) = p = const.

The representative point in M, is now determined by a pair (p, g), the Joukowsky
coordinates, in terms of which the metric of M, reads:

ds?* = a,, dp? + a,, dg?
with a,; and a,, being known functions of p and g. Since:

q oq
“:v——-_.—(), 17:'—=15
ik 3 Ji 2
all the formulae previously established are considerably simplified. In this adapted
system of coordinates, Equation (26) becomes:

92+2(E+U)£1nw/ﬁp/z(z~: YU —o (29)
dq dq aqy
Since yy, is known, the above equation, involving only the derivative 0U/dq can be
regarded as an ordinary nonlinear differential equation in the unknown function
Ulp, q) where g is an independent variable, p a parameter, and where E is a known
function of f: E = E(f) = E(g). Letting

2[E(x) + Ulp, x)] = (x=2q) (30)

1
yip, x)’
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we have, by differentiating with respect to x:

’

U= — L R 31
y

Taking (30) and (31) into account, Equation (29) becomes the 1st order equation:

Y =110y + L,y + f3(x)y?, (32)

where

; _.
fl(x) = T/ azszzg);lﬂ\/ZIM

fHlx)=F

Y12 (33)
V1
f3(x) = —E'(x).

It is interesting to note that the problem of integration of Equation (29) reduces to

solving a classical Abel ordinary differential equation of the first kind, which has been
extensively studied in the literature (see [9] for references).

We will recall in broad lines the approach for studying this equation, distinguishing
four basic cases which appear as the most relevant for the problem dealt with here.

5. Integration of Abel’s Equation

(a) THE GENERAL CASE (f1(x) # 0, f5(x) # 0, f3(x) # 0)
In this case the Abel Equation (32) is:

d
Y=am “11J’+\/ y? = E'(x)y>. (34)
ayy

In agreement with the procedure indicated in Kamke [9], we perform the
transformation:

x) = /ag n(é) (3%)
¢ being a new variable, defined as follows:
¢=7F j Yy2(x)dx (36)

and n(¢) is a function of £ to be determined.
Differentiating (35) with respect to x we have:

. d _ dr
Y =/ (5; In/a; n(é) ¥ V12“‘1>a

dg

4

where ¢ is regarded as a function of x by (36). If we now substitute the above
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expression for y’ in (34), keeping (35) in mind, we get:

d
= £ SR (7
dé Y12
where the coefficient +(a,,/y;,)E'(x) depends on x through (36). Now letting:
dé\ 1!
I ) 38
n <t F t) (38)

by differentiating with respect to r we have:

dn_2 23d25
A T2

which substituted in (37) and taking 5 # 0, gives:

d*¢ a
=+ L E(x) =0,
a7 £, E (39)
If we find £(r) from (39) we get n(¢) from (38), which substituted into (35) provides the
solution to Abel’s equation.

(b) THE CURVES OF THE PRESCRIBED FAMILY ARE GEODESICS (f1(x) =0, f5(x) #0,

Ja(x) #0)
Let us now consider the particular case, of interest from a dynamical point of view,
where the curves of the given family of trajectories are geodesics of M,. It is well
known that geodesics are the trajectories of a forceless motion. However they are also
the dynamical trajectories of those particular motions for which the Lagrangian force
Q, derived from an ordinary or generalized potential, is tangent to the geodesics
themselves. This is exactly the case we dealt with.

However, it is worth noting that the problem is reducible in some cases to
quadratures, as will be shown.

Indeed, since the geodesics of a surface M, are characterized by the fact that in each
of their points the geodesic curvature K, is zero, Abel’s equation becomes:

r= 72 2 gyl (40)

y =+ y
\/:111 ;

Equations of this type have been investigated by A. Chiellini [15]; using his results, we
can give the following

PROPOSITION. Assume that the following relationship holds:

i (EE?@) _ g e (@1)
™~ Jar:

ax
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where the constant k can take one of the values:

_nﬂ2m+3 ~n+2m+3

T = mnekR. 42
1 (m _ 3)2 3 2 (m + 3)2 ( )
Then the differential Equation (40) can be integrated with either of the two substitutions:

_ Vi2(z+1) _ Yia(z—1)
L b A L (43)
Yt maJanem 1T T Jan E®

Hence it reduces respectively to one of the following equations with separate variables:

dz 2—m—z)dz y122(x)
S A 4 5 B 44
z+1 +224-(m——1)z+n—m+1 Y, (0)E'(x) * (44)
2
dz 2+m+2z)dz IR Y (x) dx (5)

z—1 Z2+m+)z+n—m+1 > a,,(x)E'(x)
where the quadrature of the left-hand sides is immediate.

The actual calculations for finding the potential function can of course be
performed in detail for the real cases that arise in practice.

Observation. Note that the above procedure does not hold for the ordinary potential
function because, since y,, = 0, the condition (41) makes no more sense. In this case
however, the Equation (40) we started from, becomes:

y = —E(x)y’

that is readily integrable. Taking into account (31) and going back to the former
coordinates, its general integral is:

U = d(p)
ie. the ordinary potential function depends uniquely on the variable p, as was to be

expected, where ®(p) is an arbitrary function on p.

(C) ORDINARY POTENTIAL FUNCTIONS: JOUKOWSKY’S FORMULA (f;(x) # 0, f5(x) =0,
S3(x) #0)

For the potential function in the usual sense, being y,, =0, Abel’s Equation (34)

reduces to a 3rd degree Bernoulli equation;

’

3
yo=o-inayy = E)y’. (46)

Integrating the Equation (46), and going back to the former variables p and ¢, we
obtain:

o ( 1
Ulp,q) = A(p)d(p) — Ay(p) f E(q) ?32} (K@)) dg, 47
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where A, (p) is the Beltrami differential parameter of the first order, and the constant of
integration that appears in (47) must be thought here as an arbitrary function ¢(p) of
the variable p. The expression (47) coincides with a classic Joukowsky formula [10]
which therefore also holds for generic holonomic systems with two degrees of freedom and
not only for a single particle moving on a surface.

(d) ISOENERGETIC TRAJECTORIES (f(x) # 0, fo(x) # 0, f3(x) = 0)

This last case arises if the given family of curves in M, is a bundle of isoenergetic curves
[16], ie. for which E = const. and thus E'(x) = 0.
Abel’s Equation (34) now becomes a 2nd degree Bernoulli Equation:

2
Y =o=ln a“yi\}g__yz. (48)
11

Integrating Equation (48) and going back to the former variables p and g, we may
write for the potential function:

U(p, 9) = 3A,(p) { if Y12(p,q)dg + l//(q)}

where the Beltrami differential parameter of the st order is:

4P = ayi(p,q)

and where /(q) is an arbitrary function of p. Thus, in this case too, the problem is
solved by quadratures.
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Inverse and Direct Problem of the Dynamics
of Central Motions

F. BORGHERO - G. BOZIS - A. MELIS

RIASSUNTO: Si studia il problema inverso della Dinamica (nel senso di Szebehely)
e si stabilisce per esso un’equazione lineare del primo ordine alle derwate parziali in
cui la funzione incognita & la componente rodiale F = F(r,8) di un campo di forze
centrali (generalmente non conservativo) capace di generare, come orbite, le curve de
un’assegnata famiglia monoparametrica. St mostra che tale equazione ¢ utile anche per
il problema diretto ed in tal caso & interpretabile come un’equazione non lineare del
secondo ordine del tipo di Monge-Ampére. Si ottiene inolire una condizione necessaria
e sufficiente affinché la data famiglia di orbite possa essere creata da un campo di forze
conservativo F = F(r). Inoltre si determina come la forza F = F(r), il momento
angolare e l'energia totale dipendano dalla assegnata famiglia di orbite.

ABSTRACT: For a given monoparametric family of orbits, a Szebehely-type inverse
problem is solved i.e. a linear partial differential equation of the first order is written
giving the radial component F = F(r,8) of a central force (in general not conservative)
creating the family. It is shown how this equation can be used also for direct prob-
lem considerations and that, in this case, it reads as second order nonlinear partial
differential equation of the Monge-Ampére type. The equation 1s also used to provide
conditions so that a preassigned monoparametric or two-parametric family of orbits can
be generated by a conservative central force F = F{r). The force F(r) as well as the
expressions for the angular momentum and the total energy dependence on the given
famaly are found.

KEY WORDS AND PHRASES: Inverse Szebehely-type Problem of Dynamacs — Central Mo-
tions - Equation of Monge-Ampére type — Monoparametric and two-parametric famalies
of curves.

A .M.S. CrassiFicaTioN: 70F20 - 70H35
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1 — Introduction

A simple version of the inverse problem of Dynamics referring to the
. motion in the zy plane of one material point P of unit mass is formulated
as follows: A momnoparametric family of curves

(1) flay)=c

is given in advance and required are all potentials V =V (x,y) which can
allow for the creation of orbits with equation (1) traced by the point P.
For a preassigned dependence

(2) E=E(f(z,y)) = E(9)

of the total energy E of the moving point P on each specific orbit corre-
sponding to constant c, these potentials are given as solutions of Szebe-
hely’s first order linear partial differential equation

2
where
J:
<4> 'Y:}-g) F:rYrYI‘/Yy-

Lettered subscripts, throughout this paper, denote partial differentiation
with respect to the pertinent variables. The derivation of equation (3) was
offerred by SZEBEHELY [14] and later by Broucke and Lass (7], PUEL [11]
and, with the notation used here, by Bozis [2].

A free of energy second order partial differential equation, relating
merely orbits and potentials was obtained from equation (3), in view
of (2) also, by requiring that F, = yE,, (Bozis [3]). This equation reads

(5) Via + EVay = Viy + AVa + 1V, =0,
with

~ -1 r, -+ 3T

¥ T ¥

On the other hand WHITTAKER [16] defines central forces as forces
(not necessarily conservative) acting on a particle and “directed towards
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or from a fized centre” that can be assumed as origin of the cartesian
coordinate system. He then proceeds to put the question of obtaining
the magnitude of the central force which can create the single orbit

(7) flz,y) =0,
traced with a (constant) angular momentum value L. Whittaker, comes
up with the result
f;)f:u: - Qfxfyfzy + f;;zfyy

(zfe +yf,)°
where r = (2% + y?)?. Actually Whittaker wrote this formula without
the sign minus because he considered the magnitude [?I of an attractive
force. Our formula (8), instead of the magnitude, give the radial com-
ponent F(x,y) = %| F'| of the central force and take into account both
repulsive or attractive forces.

It is understood that the single orbit (7) can be classified as a member
of various monoparametric families (1) and, in this sense, different force
fields (8) may be obtained, all creating the same orbit (7) traced with
the same value of L (Bozis and BLAGA, [5]). Besides, it is meaningless
to look at formula (8) as offerring F(z,y) only at the points (z,y) of the
Ozy plane satisfying equation (7). It would also be erroneous to think
of (8) as giving the radial component of the central force at all points of
the xy plane, unless we have in mind that all the orbits (1) are traced with
the same angular momentum value. So, Whittaker’s result (8) is valid for
all members of the family (1), provided that it is interpreted as if the
dependence
(9) L= L{f(z,v)) = L(¢)
is also given in advance.

The basic findings of this paper are the following:

(i) we shall show that the function F(z,y), given by (8) and supple-
mented by (9), is the general solution of a (free of L) first order linear
partial differential equation for F(z,y) (equation (12) and in polar coor-
dinates equation (20)), with coefficients depending only on the function
f(z,y) giving the orbits (1). This equation then is of the same meaning
as the second order equation (5) of the inverse problem, with the un-
derstanding that the radial component F(z,y) of the central force now
replaces the potential V(z,y) (which may not even exist).

(8) F(z,y) = —L%r
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(ii) The significance of equation (12), as it will be explained, lies
in that it can be used for the inverse problem of Dynamics of central
motions as well as for the direct problem, i.e. to search for the totality of
families of orbits which can be generated by a central force field F(z,y).
In this case equation (12) rearranged becomes (14) that is a second order
nonlinear partial differential equation of the Monge-Ampeére type.

(iii) As an application of the new equation we shall find a necessary
and sufficient condition (23) which a preassigned family (19) has to satisfy
in order that this family can result from a conservative central force field.
It will become clear that such a family is generated by one central force
field F(r) determined from (24), factored by an arbitrary constant, and
that motion of P on it takes place with a specific angular momentum
L(f) and also a specific energy dependence on the given family.

Finally we consider two-parametric families of curves and we find
conditions in order that the families can be generated by a certain central
force field.

2 — A partial differential equation for a central force field

Starting from equation (8), we can obtain a free of angular momen-
tum, linear, first order, partial differential equation for the radial compo-
nent F = F(z,y) of the central forces (not necessarily conservative) gen-
erating the given family of orbits (1), with coefficients depending merely
on the orbits. This is effectuated as follows:

In view of (4) we show directly that

fygfm - 2f:fyf¥y + fffyy = —ng.

Thus, we write equation (8) as

, . T
10) F(z,y) = Lr———.
| SO CETE

Because of (9), we can write

(11) (L%)y = (L%
Solving (10) for L? and replacing in (11), we obtain after some straight-

forward algebra our first result

(12) VF, —F, +OF =0,
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where
(13) g 1EAtyn) v - aly
T+ Yy e +y

For any given family (1), the functions v, A, 4 appearing in (13) are
known. In view of the manner used to obtain the differential equa-
tion (12), its general solution is given by (10), where L is an arbitrary
function of f(z,y). Of course, this fact can also be verified directly.

Apart from being linear, equation (12) is also homogeneous. Thus,
if (f,F) is a compatible pair for (12), so is the pair (f, Fo.F') with Fy =
positive constant. This latter constant must be positive because with
F(z,y) given by (10), we must have ¥ = Fy (If:‘y)Z > 0, (Bozis [4]),
where X = X(z,y), Y = Y(z,y) are the cartesian components of the
force field F(z,vy).

Although equation (12) is of the first order and it is applicable gen-
erally for nonconservative central forces, its meaning is similar to that of
the second order equation (5). Indeed:

(1) Both equations relate orbits to what produces these orbits, i.e. central
force fields in (12), potentials in (5).

(ii) They were both derived on the grounds of a known integral of motion,
i.e. angular momentum for (12), energy for (5).

We must observe, of course, that equation (12), as it stands, serves
for inverse-problem considerations, i.e. given the orbits (1) to find the
central force F'(z,y). In this sense equation (12) seems, at first sight, of .
limited significance because we already know the general solution of (12):
it is given by (10) with L an arbitrary function of the given family f(x,y).

But this is not so. Because equation (12) can be regarded also from
the direct problem viewpoint, if it is rearranged so as to have unknown
the function v(z,y) i.e. the orbits (1), and known the central force field
F(z,y). Indeed, in view of relations (13) and (6), equation (12) is written
as follows:

(14) Y Var = 29Vey + Yoy = H(T, Y, 7, Y20 W F Fz, Fy)
where
YF,—F, 3y(yY=-—v) , YT
H=(yv, - + + —
(7/ 7y)[ 7 T+7y 72 + 92 /}

Equation (14) is our second result and answers the following direct
problem: find all orbits created by a given central force field F(x,y)
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(equation (10) cannot answer because the angular momentum L, present
in (10), depends on the unknown families of orbits). This task of course
is far from being trivial. It amounts to solving a second order nonlinear
partial differential equation in v = y(z,y) of the Monge-Ampere type [8].

In fact any solution v = y(z,y) of equation (14) is a possible answer
and, in view of the first of (4), it leads to one monoparametric family
of orbits (1). After finding (1) we can use the relation (10) in order to
calculate the corresponding angular momentum L = L(f).

The above situation, in a different but similar context, reminds us
of the dispute between SAKELLARIOU [12] and HATZIDAKIS [9], about
central forces of the type F' = F(r,v) depending both on the radius r and
velocity v, to which LEVI-C1viTA [10] also intervened to offer his opinion.

As an example consider the nonconserative force field

: 2 _ .2
Then equation (14) reads
T Vez = 20 Yay + Wy =
(16) = (Ve “Vy)[l-%ggm;fyz(y—’yaz)+3yzﬁﬁ%
One solution of this equation is
an = Y02+ YY)

3 —x(z? 4+ 3y?)’

leading to the monoparametric family

(18) fle,) =7 — S = c.

VY

Replacing (15) and (17) into (10) we obtain the angular momentum de-

pendence from orbit to orbit
1
L*=Zc.
3
The example was taken, for specific selection of certain constants,

from APPELL [1].
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If the family of orbits
(19) flr0)=c

is given in polar coordinates r, 8, equation (12) for the central force F' =
F(r,8) becomes

(20) i Fr+ coFy+cF =0,

with
1 = “TfrfG[fr('rzfr:) + 2f92) + T(fezfrr - 2frf9fr9 + frzfee)] )
Co = "CI% )

and

Co = rzfr[fgfrrr — 3frfo(fofrra — frfroe) — fffeeel—
— 8 fol fr (PP F2 -+ 23) + r(f3 for — 2f- fo fro + f7 fo0)]—
— 32 f5 f2 4 2f2 fafPy — 3Frfa frr fro + F7 fofrrfoo — £ frofoo)+
+ £ fo(5r 2+ 653).

The general solution of equation (20), as can be verified directly also, is
the expression (10) in polar coordinates

(21) F(r,8) =

where L is an arbitrary function of f(r,¢) standing for the angular mo-
mentum which is variable, in general, from orbit to orbit.

The monoparametric family (18) and the force field (15) may be
written in polar coordinates as

cos 26
2

f(r,8) =7r(cosf — cos20) =¢c, F(r,8)=—

and they satisfy, as expected, equation (20). The value of L? is found
from (21) and it is of course L* = zc.

CoMMENT. Although (10) is the general solution of equation (12), for
direct problem considerations equation (12) is indispensable. Indeed, (12)

is the natural tool to answer questions of the following type: to find
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conditions on the families (1) so that these families can be created by
central forces given in advance or for which (forces) some sort of additional
information is given in advance.

Let us try, for instance, to find all families (1) which can be gener-
ated by constant central forces F(z,y) = Fp. (Let us have in mind the
same constant Fy for all members of the family). It is immediately seen
from (12) that © must vanish, so © = 0 is the required condition for
the orbits. (Such is, e.g., the case with the family of concentric circles
z? +9? = c for which y = ¥, A = %, po= —§> © = 0. For this case we

find L? = —F, (* + yz)% from (10).

As another example, we consider as additional information about
the central force F'(z,y), its divergence is zero (as e.g. in the case of the
planar force due to the presence of a finite planar material concentration,
outside the matter). In this case the problem is to find if there exist orbits
for which both equations (12) and divF =0, ie zF, + yFy+ F =0
can be compatible. Notice that this latter equation cannot be written in
view of (10) because of the presence of L = L(f) in it.

REMARK. The well known Binet’s formula for a unit mass

d? /1 1 7

7 ;)=o)
is unquestionably used to offer the radial component of the central force
F(r,8) creating one specific orbit r = r(f) traced with a certain value
of L. To cover the case of a preassigned family (19), formula (21) is
suitable.

3 — Conservative central forces

Whittaker’s definition for the central force, that we have assumed in
this paper, is also adopted e.g. by ApPPELL [1] and LEVI-CiviTA [10].
In many textbooks, however, e.g. SYMON [13] only conservative forces
directed to a fixed center are considered as central. In this later case, of
course, the radial component of the force is of the form F' = F(r). Thus,
equation (20) becomes

(22) = T
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and it can be valid only for families of orbits (19) for which is verified the

condition

Co
(23) (;)9 =0,
But true is also the opposite: i.e. if the condition (23) is satisfied, then
equation (20) always has one solution F = F(r). In fact, for a given
family (19) for which (23) is good, we have ! depending only of the
variable r, therefore we can write always a relation as (22), or equivalently
e F. + coF =0, and the equation (20) admit the solution F' = F(r).

In conclusion we have our third result: a preassigned famuly of or-
bits (19) can be generated by a conservative central force field F = F(r)
if and only if the condition (23) is satisfied.

In this case, the force field is found from equation (22), in terms of
the given orbits only, by the formula

(24) F(r) = Fyexp [~ / ?dr} )

up to a multiplicative constant Fp.
The angular momentum, found in view of (21), is given by

L? = %F(T) :
C1

Finally we can calculate the total energy E of the particle using the
equation analogue to (3), in terms of polar coordinates [15], that is

20E-V)

A (5 fi = 28 b Sl r 82 1 FE),

1
Vet 5 feVe =
and taking into account that V(r) = — [ F(r)dr we obtain the energy
E = 8F(r) - /F(r)dr,

where 5 2
p="dl ey g,

2C1
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Thus, in this case, both L and E are expressed on the grounds of the

given function f(r,6).
A common case in Celestial Mechanics is that of a family of geomet-

rically similar orbits, that is orbits of the type
(25) F(r,8) =rg(8) = c

generated by conservative central forces F' = F(r); in this case the con-
dition (23) becomes, after some straightforward algebra

glg" +9')

= ko = const,
9'(9" +9)

(26)

where the primes denote differentiation with respect the variable 8 and
where ko # 0, ¢’ + g # 0, because g’ + g = 0 leads to family of straight

lines.
From the previous equation, introducing three constants ¢, ¢z, ¢3, we

get subsequently:

1"

g+g9 _ o
gko
2c
12 - 1 ko+1 __ 2 + c
_ﬁ—ko i 19 g 2
and integrating we found
d
(27) 9+c3:/ o - e
1 ko+l — 52
<k0 n 19 g°+ C2>

REMARKS.

1. For ky = 0,1,2,—3, the integral (27) can be done, and also for
ko = 3 and cic; = 3, the integral (27) can be found.

2. In the case at hand the family (25) is created of a homoge-
neous potential V = 7™G(#). Such is, for instance, the case of all
conics 7|1 + egcos(fd — 0p)] = c of constant eccentricity ey and orien-
tation f, with varying semi-major axis a resulting from Newton's po-
tential V = —%. Equation (5), write in polar coordinates, with the
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above potential, becomes an ordinary second order differential equation
in G(8) (equation (9.8) of Bozis [6]). The result (26) is in agreement
with equation (9.8) of Bozis [6], if we put G(#) = const., ie. if we
assume further that the central potential V(r) is also homogeneous in
z,y which is not generally the case, of course. Actually from (26) and
equation (9.8), above mentioned, we find ko = —(m + 1), where m is the
degree of homogeneity of V.

3. Equation (27) gives the totality of families of geometrically svmilar
orbits created in the central fleld given by

F'(r) _ G
F(?") - C1
Condition (23) is valid e.g. for the monoparametric family of the
spirals
rf =c,
leading to
. 1 2 1
F=—— L”:l, =

r3’ 2¢2

The same condition (23) is not valid for the spirals
ré* =c,

i.e. there is no conservative central force creating this family.

REMARK. One might reach the same condition (23) as follows: write
equation (5) in polar coordinates, apply it for a potential V = V(r),
supposedly depending only on r = (z% + y?)'/2, and express the ratio

Vvl,%%) in terms of the orbital elements.

4 — Two-parametric families

Let a family of curves

(28) f(r,8,b)=c

parametrized by b and c given in advance. Apparently, formula (21) is
not applicable because the resulting force must be independent of the
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two parameters and in particular of the parameter b which is, generally,
expected to survive as it appears in the function f(r,8,b) and also in the
term L2(f(r,0,b)). Only families (28) satisfying certain conditions may
be generated by a certain central force field F = F(r,6). To find these
conditions we proceed as follows:

We differentiate equation (20) with respect to b and we write the

System

(29) a1 Fr + by = —coF,
(30) Cl’bF,- —+ Cg)ng = —-Co,bF.

Denoting by

. Jr

31 €=,

(31) f

taking into account that c¢; = —ec; and solving the system (29);'(30) for
I—;E, %ﬁ, we find

F, 6 F &

32 —_= =, = = =
(3 ) F oo F 8o
where»
0 = “Cffb #0, 0= Co(fbcx + fcl,b) — €C1Cop,
(33) ]
02 = —C1Cop + CoC1p -

For the system (29), (30) be compatible, the following conditions
must be satisfied:

. . 5 84
(34) (i): <%>b: , (ii): (5;>b:0’ (iii): <3;)0:(5;>7

Then the force F(r,8) is determined from (32) up to a multiplicative
constant.
Thus, e.g. for the two-parametric family

f(r,6,b) = ! (} ~bc0529> =

cosf \r
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. 9b2 cos? 26(3 sin H+sin 36 54 2
we obtain, from (33), 6 = — S0 1T ) # 0 and 33 = —,

gﬁ = —2tan 26 which satisfy the conditions (34).
We obtain the nonconservative central force F(r,§) = @T%zﬁ from (32),
and we find L? = 4 from (21).

REMARKS.

1. In view of equations (33) it can be shown by straightforward
algebra that if the condition (34) (ii) is valid, then so is the first con-
dition (34) (i) and vice versa. In conclusion: if and only if, for a gwen
two-parametric family of orbits, the last two conditions are satisfied, then
all members of the family result from a central force field determined from

the system (32).
2. If 85 = 0, then Fy; = 0 and the force is conservative. Besides,

from (34) (iii) we understand that él depends merely on r and we obtain

formula (24), from the first of (32) because g = -2,
This is e.g. the case with the two-parametric famlly (APPELL {1])

1
——2-—b00529:c
r

which leads to F = —r and in the sequel to L? = 1m, E = %5

3. The parameter b appearing in (28) is neither additive nor mul-
tiplicative for the function f, because then (28) would be essentially
monoparametric. So, in view of (31), it is €, # 0. Then the case Jp = 0
leads to ¢; = 0 and also to §; = &, = 0. Then formulae (32) become
meaningless. Such is e.g. the case of the two parametric family

1
cos

(E — bsind + cos 90)
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: CINEMATICA DEI FLUIDL

§1.

In questo corso intendiamo trattare di mezzi continui, in particolare
fluidi, ossia di sistemi materiali caratterizzati dal fatto di non avere né
forma né volume proprio. I fluidi si distinguono in fluidi liquidi e fluidi
gassosi: i primi hanno sensibilmente volume proprio ed assumono la forma
del recipiente che li contiene; i secondi non posseggono né volume né forma
propria.

Lo studio cinematico del moto si puo fare ponendosi da due differenti
punti di vista: quello fagrangiano e quello evleriano Studiare il moto di un
fluido dal punto di vista lagrangiano equivale a studiare il moto delle
singole particelle fluide, le cui traiettorie costituiscono le cosidette lnee dr
corrente nel fluido. Il moto é percid assegnato dando le traiettorie delle
singole particelle e le leggi orarie con cui esse vengono percorse, 0ssia
assegnando per ogni particella le coordinate anwali (cioé. allistante 1
generico) nel seguente modo:

i _ gifgey Iy 25 3 .
(1) ' = 1ty Xy xy°) (i=1.2.3)
essendo 1(0i (con i=1,23) le coordinate della posizione occupata dalla

particella all'istante t=0. Le (1) si possono scrivere in modo conciso in forma
vettoriale: '

(1) P-P(LP,).

La velocita e ['accelerazione della particella all'istante t saranno:

oP

(2) V-l = VevtRy)
v

(3) a-> = a- a(tP).

In questo ordine di idee si dira che xol,xoz,x03,t costituiscono le

coordinate lagrangiane della particella ed ogni grandezza fisica espressa
attraverso queste coordinate sara detta scr/ita in forma lagrangiana
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Se il moto é regolare potra dirsi che vi é corrispondenza biunivoca fra le
posizioni attuali e quelle iniziali delle particelle, il che signif ipa che ‘le (1),
intese come equazioni di trasformazione di coordinate da xy' = x!, sono

invertibili, il che richiede che il determinante jacobiano
ax!  ax!  ax!

1 2 3
E) SR S &)
DS G o

1 2 3
aly a?)
S S &

1 2 3
aly a? ad

sia diverso da zero.
Dalle (1), in tale ipotesi di regolarita del moto, si ricava:

(4) xly - xly (! x2x30) (i=1,2.3)
o, in forma vettoriale piu oémpatta:

Py = Py (Pit).
Sostituendo in (2) si ottiene allora:

v = v{tP(P:it)] = e(Pit).

Rimane cosi definito il campo vettoriale, variabile col tempo, e(Pit) che
rappresenta lo stafo cinetico (o atto df maro) del fluido, ossia il campo
vettoriale delle velocita nel fluido per ciascun istante t. Ponendosi dal punto
di vista euleriano si assumono come parametri per esprimere le grandezze
fisiche caratteristiche del fluido ( densita, velocita,..) le quantita x' x2x%t
che vengono appunto dette coordinate euferiane; le grandezze cosi espresse
si dira che sono poste in forma evleriana

In sostanza, porsi dal punto di vista lagrangiaano (o storico) significa
studiare il moto del fluido attraverso il moto delle particelle che lo
costituiscono; mettersi dal punto di vista euleriano (o statistico) vuol dire
studiare la evoluzione ed i caratteri del campo e(P;t) rappresentativo dello
stato cinetico del fluido.
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Sia g(x! x2x31) una grandezza fisica caratteristica del fluido (ad esempio
la densita materiale p, la velocita v ...) espressa in forma euleriana. Si
possono definire per essa due differenti derivate temporali: /fa derivala

9
locale che verra indicata con f . che viene calcolata tenendo conto della

variabilita di ¢ col tempo in un assegnato luogo individuato dalle coordinate

d
x' x2x3 . la derivata sostanziale, per la quale si adottera la notazione a% ,

che viene calcolata valutando la variazione di ¢ per una ben individuata
particella fluida, ossia tenendo conto del fatto che nell'intervallo di tempo
dt la grandezza ¢ non soltanto varia in genere col tempo perché essa
rappresenta un carattere non costante della particella, ma anche perche
questa col tempo cambia posizione. La derivata locale coincide con la
derivata parziale rispetto al tempo ed é data da:

3 lim olx! 213 tat)-g(x' x%13 1)
at a0 At '

Ovviamente essa si potra esprimere, utilizzando le formute di
trasformazione (1) e (4), sia in forma euleriana che in forma lagrangiana.
La derivata sostanziale ¢ invece:

dp lim (p(x‘+vlAt,12+v2At,x3+v3At,t+At)~Q(xl.xz.xs,t)
dt " atoo At )

Se, per semplicita di ragionamento, supponiamo che ¢ dipenda solamente da
1! oltreché dal tempo t, ossia g=g(x't), si ha, ricordando la definizione di
differenziale totale,:

e

% ., %9 . 9% %¢
do = ! dx’+ 5 dt = ! v, dt+ a dt
e quindi:
dp 99 39
dt "ot Vigg!

Se, piu in generale, € ¢= q:(xl,xz,xz’,t), sara:
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(5)

3

do 99 9% 99
dt “at " E:Viax‘ = 5 fverade.

i=1

Ovviamente anche la derivata sostanziale si potra scrivere sia in forma
euleriana che in forma lagrangiana, assegnandola o in funzione delle
coordinate x',x%x3t ovvero tramite x;'x,%x 31.

Osservazione.

Per quanto ora mostrato l'accelerazione di ogni particella fluida deve essere
valutata, quando é assegnato il campo e(P;t) che per il suo significato di

stato cinetico verra dora in avanti indicato con v(P;t), calcolando la
derivata sostanziale del vettore v(P;t). Dette rispettivamente v ea le

componenti k™ della velocita e dell'accelerazione, si ha per la (5):

3
dvk v, avk v
(6) 0 vi;;; S +v-grad v, -
i=1
Per k=1:
v, vy dvy v,
A =V T AV, T, 4V, =
v, w_wa_vgwi‘gw v, vy (v, W
= Iy ! "Va2y t V3 3t Vg | —r o —= TV —= _ — .
at ox ) )4 a3 ax! ax!  ax?

Con semplici calcoli diretti & facile rendersi conto che pud allora scriversi:

[ AY 1
- 2
a = Y (Egrad \' )l + (rot v><v')1

e tenendo conto delle analoghe espressioni che si possono ottenere per a,

ed a, si ha:

(7)

[236]
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Questa ¢ una espressione particolarmente significativa perché fornisce
direttamente la accelerazione nefla sua for mulazione euleriana.

E' opportuno ricordare, accanto alla (7), un'altra espressione
dell'accelerazione cosi come essa si deduce dalla (6):

v (
= 4 .
a ot v-V)v

9 d 9
dove viene introdotto l'operatore differenziale v-V= v ——+v,—7 +V,—3
lax! “Zax?  3ax3

come suggerito dalla stessa (6).

- §2.

Le linee che,in un assegnato istante, hanno in ogni loro punto per retfta
tangente la retta d'azione del vettore v in que! punto, ossia le linee di
campo di v in quell'istante, sono le cosidette /fnee df fusso ed in genere
variano col campo da un istante all'altro. Esse sono, in ogni istante, le 002
linee cosi definite: se dP = (dx',dx2, dx3) ¢ tangente in P alla linea di flusso,
esso risufta parallelo a v in quel punto per cui:

vxdP-0
e quindi:
v,dx3 - v,dx? - 0; v,dx! - v dxd - 0; v dx? - v,dx! - 0
da cui:

de! dr® dr?
ML

Pertanto le equazioni differenziali che rappresentano le linee di flusso sono,
ad esempio nelle regioni dove € v=0,:
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dx?
dx!
a® Vs

i g(xLx?x3t) .
X 1

Vs
-z x2x3)
Vi

Si tratta di un sistema di due equazioni differenziali del 1° ordine, nei
secondi membri delle quali figura il parametro t, che mediante integrazione
consentono di ricavare le equazioni in termini finiti delle w? linee di flusso
nella seguente forma:

x?-x2xli1:C.C)
-2l 1. C)

con C,, C, costanti arbitrarie di integrazione. Esse in genere non coincidono
con le . «3 linee di corrente, che sono appunto tante quante sono le 003
particelle che costituiscono la massa fluida.

Tuttavia, se il moto & sfazionario, se cioé pelle espressioni delle

randezze che caratteri it mo 1 fluid te i rdinate euleri
non compare esplicitamente il tempo, € facile convincersi che le linee di

corrente diventano pur esse una duplice infinita e vengono a coincidere con
le linee di campo, ora non piu variabili col tempo. Infatti una particelia che
in un dato istante t si trova in P su di una linea di flusso y, nell'istante t+dt
occuperi la posizione P+dP- P+vdt che appartiene ancora alla linea y che é
rimasta invariata. Si conclude che y & anche traiettoria, linea di corrente,
per le ! particelle che la costituiscono.

§3.
Atto di moto regolare di un fluido. Supponiamo che il campo vettoriale
v= v(P, t) sia regofare ossia che il vettore v(P, 1) sia finito e continuo,
insieme con i suoi derivati, nella regione occupata dal fluido, nel senso che
in due qualunque punti P e P’ infinitamente vicini le determinazioni del
vettore v differiscono per quantita infinitesime dello stesso ordine di
(P'-P). Se v & la velocita del fluido in P= (x! x2x3) e v la velocita in P=
(x'+dx!, x%+dx? x3+dx3) appartenente all'intorno infinitesimo di P, per la
regolarita del moto si ha:
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. v i
V=V + — dx
ox!

i=1

ov .
che, adottando il simbolo v,; per indicare a— , Si puo scrivere come segue:
) 4

3
vVi=v+ 2 V/i dxi.
i=1
In componenti:
3
' i
(8) vtgvk+2vk/idx-
i=t
1 3 1 3
et 2 Vysivipdx' + 2 2 vy vy de! (k= 1,23).
i=l i=t

Pertanto il vettore V' risulta decomposto nelia somma di tre vettori:

(9) i
con
3
& = EZ (Vl:/i“"llk)dl‘i (k= 1,23)
i=l
3
M= 3 Z (Ve /i#VigJdx. (k= 1,2,3)

i=1

Detto r il vettore rot v di componenti:

0y =V3/27V2/3
Ly =V1/37V3/1
T3=Vo/1Vis2

& facile convincersi che:
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1
(10) E- 2 tx (P-P).
Se poi si introduce la matrice simmetrica ¢, di elementi
L
(11) G = 2 VesitVise)

ovviamente si ha:

3
n, - 2 L dx’ .
i=1

Cid consente di scrivere il vettore i nel modo seguente:
(12) n={ (P-P)

dove al secondo membro figura il prodotto fra la matrice { ed il vettore

(P'-P) concepito come matrice ad una sola colonna di elementi dx!,dx?dx3.
Pertanto { € l'operatore lineare che trasforma il vettore (P'-P) di

3
componenti dx!, dx?, dx® nel vettore n di componenti n, - Z Ly dx!
i=1

{k- 1,2,3). Sostituendo in (9) la (10) e la (12) si ha cosi:

(13) V()= v = v(P)+ 3 £x(P-P)+ { (PP).

1
Ora, v(P) + 5 I {P'-P) definisce, nell'intorno infinitesimo di P, un atto di

_ - 1 .
moto rototrasiatorio con velocita angolare @ = 7 I L'atto di moto regolare,

nell'intorno infinitesimo di P risulta dalla composizione di un atto di moto
rototraslatorio e di un atto di moto in cui la velocita é ¢ (P-P) . Il primo atto
di moto non comporta deformazione. Responsabile della deformazione ¢
percio il secondo atto di moto, caratterizzato dalla matrice { di elementi
dati dalla (11), che definisce la cosidetta veloaitd di deformazione.

Per chiarire il significato di n consideriamo un atto di moto in cui sia
presente soltanto il temine { (P-P) , ossia un atto di moto in cui si prescinda
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da quello rigido. Considerati tre assi cartesiani ortogonali x'.x*x* uscenti da
P, rispetio ai quali pertanto P & fisso. lo spostamento infinitesimo del punto
P dellintorno di P che avviene nellintervallo di tempo dt sara
rappresentato da:

(14) (Q-P) = dP'= L (P-P)dt

se con Q abbiamo indicato la posizione allistante t+dt raggiunta dal punto
che nell'istante t si trovava in P La corrispondenza fra i punti ' e P

espressa dalla (14) ¢ lineare nelle componenti di (P-P) in quanto da (14) si
deduce:

3
- (15) xiq. = 2 £ X5 dt. (i-1.2.3)
k=1

Cio sta a significare cha durante la deformazione le rette si trasformano in

rette, i piani in piani e che viene conservato il parallelismo fra le rette e fra
i piani.

Per chiarire innanzitutto il significato
fisico degli elementi della matrice di
Q deformazione con indici eguali, ad
esempio di {,, , consideriamo il punto
P P’ posto sull'asse x!, ossia il punto che
T nel riferimento adottato, tenendo
presente che appartiene all'intorno
infinitesimo di P, ha vettore di posizione
(P-P)= dx'i.
Per 1a formula (195), che scritta distesamente é:

R TN U vt 22 o1 3 .
Xy =X (X + LyXp 5 X%p it (i-1.2.3)
ricordando che le coordinate di P sono dx'.0.0. si ha:
U _ gl 1, 0t _dyl, i
X Ql-dx + (G dx7e Ly -0+ 8q, 0)dt = dx’ « { dx'dt
2 _ I
Xy - §ppdx dt
3 {
'y -ledx dt .
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[242]

10

Osservato che in questa deformazione il punto P rimane {isso per cui la sua
posizione finale Q coincide con P, si ricava che il segmento PP’ | disposto
secondo I'asse x! e di lunghezza dx! | in virtu della defor mazione si dispone
secondo il vettore (Q'-Q) fa cui lunghezza €

0] - \f1e g, d? + ¢,,2de2 + g 2di2 ax!

Trascurando sotto il segno di radice i termini infinitesimi di ordine
superiore al primo in dt , puo scriversi:

QQ =11+ 2t dtdx! = (1+ ¢ d)dx".
L allungamento specifico in direzione dell'asse x! & quindi:

0Q-pp (1+ 4y dt)dx'- dr'
oo . - g, dt.

Cio vuol dire che {  rappresenta /a2 velociti di allungamento secondo ia
direzione dell'asse 1! .
Significato analogo si trova per {,, e {,5.

Si consideri ora il

x parallelepipedo di spigoli PP,
PP" e PP’ disposti secondo gli
o assi x‘,xz,x3 e di lunghezza

dx!, dx? e dx3. Per via del-
la deformazione i tre vettori

P B por (P-P), (P"-P} e (P"-P) si
i dispongono come i tre vettori

x* (Q-Q). (Q"-Q) e (Q"-Q) :

(Q-QV - {1+, d0dx" i+ g, dx'dij« Ly dx'dik
(Q-Q) = §,,dx3dui « (1+ §ddx?] + {ypdxdt k
(Q7-Q) = §;dr3dUi + [ypdxPdtj + (1+ [y;dUidx* K

i quali sono ancora spigoli di un parallelepipedo [ si ricordi l'osservazione
fatta sulla (15)] non piu trirettangolo. 1l suo volume dV', trascurando i soliti
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termini infinitesimi di ordine superiore e tenendo conto che gli angoli fra
gli spigoli differiscono di poco da angoli retti per cui il loro coseno &
infinitesimo,é:

dV =1+ (G +8yy + g5 ) dt] dx'dx?dx3

per cui la dilatazoine specifica sara:

dvV'- dv
= () +Cpp + L3 ) dt.

Si ricava cosi che § | +{,,+ 833 = Vi/1 *Vas2*Va/3™ div v rappresenta la ve/lo-

citd di dilatazione cubica dell'elemento di volume. In seguito si indichera
tale velocita di dilatazione con la lettera greca y .
Vogliamo ora dare il significato fisico degli elementi gii della matrice di

deformazione con indici diversi. Sia cos 8, il coseno dell'angolo formato
dai vettori (Q-Q) e (Q"-Q). E:

@-0)-(Q™-Q)_
Q0Q-QQ
[(1+ €, dt)gpdts (1+ Cpdt)t,y dtv Gy Gy,dt?ldaldx?

Al a2, et 2di2] 1 G, 20210 ypdt)at,, di2ldn!da

) ledt
Si ricava cosi:

cos 8, = 2§‘2d1

che é indice dello “scorrimento " del piano x'x2. Pertanto 2 sz rappresenta

la velocitd dr scorrimento secondo la giacitura del piano x'x% Significati
analoghi si ricavano per 2 ( 3 €2 §23.

§4

Nello studio dello stato cinetico di un elemento di fluido in moto regolare
siamo stati indotti a considerare due grandezze particolarmente importanti:
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1
fo scalare y = div v ed il vettore @ = ) rot v. [l primo rappresenta la

velocita di dilatazione cubica dell'elemento, il secondo {a velocita angolare
istantanea dell'elemento stesso. All'operatore divergenza si lega la nozione
di flusso del vettore v, all'operatore rotore quella di circolazione.

Data una superficie o immersa nel fluido
ed indicato con n il versore della
normale ad essa in un suo generico
punto P, si definisce ffusso d&f v
atiraverso ¢ lo scalare:

@; Iv-ndo= Jvndo

Y ]

dove v, € la componente di v lungo n.

Se 6 €& una superficie chiusa e 1€ la
regione di spazio da essa delimitata,
detta n la normale in un generico
punto P di o orientata verso l'esterno di
T,se v & regolare in 1 e su ¢, vale il
teorema della divergenza:

m

Idiv vdi= Iv-ndo= e,
1 o

avendo indicato con @ N il flusso di v uscente da o.

Data una linea A orientata, si dice circolazione di v

v dL fungo A la quantita scalare:
f —
3\ Iy = Iv-dP = Jvtdl
A A

dove dP & il vetiore spostamento elementare lungo X orientato come A e
v, € la componente di v lungo la tangente aA in P. Si consideri ora immersa

nel fluido una linea & chiusa e sia o una qualunque superficie che abbia per
bordo la linea A . Nei punti di ¢ si orienti la normale n in verso tale che un
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osservatore disposto secondo m veda
antiorario il verso prefissato, del tutto
arbitrariamente, sulla linea A . Se v ¢
regolare su o e lungo A vale / leorema
di Stokes:

Ty = Iv-dP = _[rot v-ndo :
A o]

12 circolazione di v fungo /2 linea chiusa A eguaglia il flusso def vetlore =
rot v atiraverso unz qualunque superficie o che sf appoggia su A .

§5.
Atto di moto irrotazionale. Supponiamo che, dato if campo delle velocita
v, sia dovunque:

rot v=0,

ossia che ogni elemento fluido possegga velocita angolare nulla: ['atto di
moto € costituito allora dalla composizione di un atto di moto traslatorio con
un atto di moto dilatatorio.

E' noto che condizione necessaria e sufficiente affinché un campo
regolare v(P) sia irrotazionale, ossia che si verifichi rot v= 0, & che la
regione 1 occupata dal fluido costituisca un dominio semplicemente
connesso e che ivi risulti:

v =grad ¢

essendo ¢ una funzione uniforme. La funzione ¢ cosi introdotta viene detta
potenziale cinelicoed ovviamente é€:

99
V, = "¢ (k-1,2,3)
k7 gk
0, pill brevemente:
Ve =P
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L'essere rot v= 0 implica dunque che sia v = grad g per cui:
v-dP = grad ¢ -dP = dg:

v-dP ¢ il differenziale totale del potenziale cinetico ¢ . Ne consegue che la
circolazione T lungo una linea A congiungente due punti Ae B é:

B
o= [v-dP = [dg - g(B)-p(A).
2 A

Se 9 € funzione uniforme la circolazione di v lungo una qualunque linea
chiusa é pertanto nulla. Moz cos/ avviene seg non é uniforme.
Ricordiamo il teorema di Stokes: se v & regolare su A e su ¢ si ha:

Iy = _[v-dP = _[rot v-ndo.
I o

Se ovunque é rot v=0,T, & nulla lungo qualunque linea chiusa totalmente
immersa nel campo. Cié vuol dire che se v & regolare e rot v = 0, g e
funzione uniforme . Viceversa, se g ¢ uniforme, T, € nulla lungo qualunque
linea chiusa e se v & regolare, é rot v -~ 0 dappertutto. Pertanto se 9 non &
una funzione uniforme, v non pud avere tutti i caratteri di regolarita
presupposti.

L'atto di moto irrotazionale é individuato assegnando, in ogni punto P del
campo del moto, fa funzione potenziale cinetico g. Viceversa, assegnato v in
un atto di moto irrotazionale, il potenziale cinetico g(P) sara dato da:

9(P)=g(P))+ [v-dP
. A
essendo A una qualunque linea congiungente un prefissato punto Py con il
punto P corrente nel campo del moto. Per la arbitrarieta di P, . il potenziale
cinetico viene cosi assegnato a meno della costante arbitraria q)(Po)‘

Moto irrotazionale piano.

Consideriamo ora un moto irrotazionale piano, ossia un moto in cui tutte
le particelle si muovono con velocita parallela, ad esempio, al piano x! x2 ed
in cui tutte le grandezze risultano indipendenti dalla terza coordinata x3 .
Indicate ore con x ed y le variabili x! ed 32 sara:
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%

Z'ay‘ VS-OA

Sara allora sufficiente studiare le modalita del moto nel piano xy.

X

Sia v(P) regolare nella regione piana
C. non semplicemente connessa, di
contorno  completo  y= Y Yy
Consideriamo una regione C contenuta
in C delimitata dalla linea chiusa A. Se k
é il versore dell'asse z ortogonale al
piano Xy, €& evidentemente rot v =
( vy~ Vyp)k parallelo a k e, per il

teorema di Stokes:

Ty = _[v-dP = I(v,dx+v2dy)= J'fotvkdxdy.

A

(¢

Poiche, per ipotesi, in Pe C & rot v= 0, data la regolarita di v, e T, = 0. e

nulla la circolazione lungo una qualunque linea chiusa che delimita una
regione C' contenuta in C in cui v & regolare.

Se invece la regione C' non & tutta
costituita da punti di C, ma di essa
appartiene a C solo la parte delimitata
da X e dalla porzione y; di v, applicando
ancora il teorema di Stokes e
convenendo di stabilire come verso sul
contorno di C quello per cui un
osservatore che si muova in tale verso
fascia i punti di C alla sua sinistra, si ha:

J(v’dx+v2dy) + J(Vldxwzdy) = 0.

A

¥y

Se sia su A che su Y, si circola nel medesimo verso antiorario si ricava

invece:
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Se poi in C il campo v ¢ regolare tranne
v che nei punti P, P2 . A._PN , isolando tali

infinitesimo e centro nei punti di
singolarita si ha:

N
T, = I(vldxwzdy] =z I‘mi
X W i=1

i=1

Sia ora v(P) f\égéiare nella regione C esterna alla linea chiusa A. Isolato il

Y/

punto all'infinito con un cerchio Q di raggio infinitamente grande sara:

{(vldxwzdy) - J(vldxwzdy) -0

0 A
ossia:
I, = J(v (dx+v,dy) .
Q
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Se poi in C vi sono N punti di singolarita del campo, isolandoli come nel caso
gia visto, sara:

N
I(vldxwzdy) - I(vldxwzdy) - Z 1"0,i =0
0 A i=1
da cui:
N

Ty = ](v,dxwzdy) - z r“’i .
0 i=t

Mostriamo ora come si pud determinare un atto di moto irrotazionale
quando in ogni punto della regione occupata dal fluido € assegnata la
velocita di dilatazione cubica y = div v. Essendo, per la irrotazionalita del
moto, v=grad ¢ si avra:

div gradg=y:

s

ci si trova pertanto di fronte al problema di determinare il potenziale
~ cinetico ¢ soddisfacente questia equazione. Osservato che:

% % 3%
div grad ¢ = + + = Ag,
e axi? 9x2? ay3? ¢

si tratta di risolvere /equazione di Poisson.
Ap=Y)

dove si @ introdotto il simbolo dell'operatore differenziale lineare del
secondo ordine (/ap/aciano):

2 % 9t
A= xi2 " gx22 " gpat
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Ricordiamo che alla equazione di Poisson si perviene, ad esempio, quando si
ricerca il potenziale newtoniano ® del campo gravitazionale generato da
una distribuzione materiate continua di densita materiale p racchiusa in una
regione 1 delimitata da una superficie chiusa o. Ci si trova di fronte
all'equazione:

AP = - 4mp

il cui integrale generale é dato da:

®(P) - J 15((3(;) dt+ ofP)

T
dove P & il punto "potenziato” ed R(PQ) rappresenta la distanza di P dal
punto Q corrente entro il dominio 1. ®(P) & una arbitraria funzione
armonica, una funzione cio¢ soddisfacente / equazione di Laplace.

Ao = 0.

Nel caso attuale avremo pertanto:

1 (2Q
oP) - - - jR(pQ) G+ olP)

T

Un procedimento per mostrare che la funzione @{P) cosi definita € la
soluzione dell'equazione di Poisson sara mostrato nel seguito, dopo che
saranno stati fatti alcuni richiami sulla teoria delle funzioni armoniche.

§6.

Atto di moto solenoidale. Un atto di moto particolarmente interessante si
ha quando y= div v = 0, ossia quando é nulla la velocita di dilatazione
cubica: il fluido si comporta in tal caso come se fosse incomprimibile.
Introduciamo la importante nozione di fubo di Husso.

- Sia A una linea chiusa immersa nel campo occupato dal fluido e per ogni
suo punto si consideri la linea di flusso del campo stesso. [l tubo che cosi si
viene a costruire € detto tubo di flusso. Vale il teorema:
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In un campo solenoidale il

flusso del campo atiraverso una

qualungue superficie sezione del
tubo non dipende dalla sezione
considerata, ma é caratteristico del
tubo di flusso preso in esame.

AN Siano infatti o, e o, due sezioni del
tubo e diciamo I la superficie
x* laterale della parte di tubo fra esse

x3 compreso. Applicando il teorema

delia divergenza al volume t della regione racchiusa da G; +0,+Z siha

Iv~ndo = Idivv-n di=0.
01"'01*8 T

Osservato che J‘v~ndo € nullo poiché su ¥ il vettore v € ortogonale ad n,
b
ed orientata su 0, lanormale n come su ) si ottiene:

- fv-ndo+ Iv-ndo=0,

oy o2

ossia:

Lo scalare ¢ = (D"1=®°2 € quindi elemento caratteristico del tubo e vien

percio detlo ffusso del tupo.

In virtu della regolarita def campo un tubo di flusso non pué arrestarsi

nella regione occupata dal fluido: o si estende fino al contorno, o si richiude
ad anello.

Dato un campo veltoriale soddisfacente la condizione di solenoidalita:

div v= 0,

ad esso pud associarsi un vettore w, detlo potenziale vettore del campo,
legato a v dalla relazione:
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rotw=-v

equivalente alle tre equazioni differenziali per le tre componenti w Wy Wy
del vettore w:

ax? axd !
oy v,
axd ax! 2
oy v,
a! a2 3

11 potenziale vettore risulta definito, in virtd deile equazioni ora scritte, a
meno del gradiente di una arbitraria funzione scalare ¢ , in quanto é
identicamente:

rotgradg=0.
Si pud allora disporre di questa arbitrarieta per imporre condizioni al
potenziale vettore w, ad esempio quella di essere a sua volta solenoidale.
Determinato infatti un vettore w* soddisfacente le equazioni scritte, anche:

w=w +grad ¢

le soddisfa e se si esige che sia divw = 0 basta scegliere ¢ soluzione
dell'equazione di Poisson:

Ag=-divw’

perché la richiesta condizione sia soddisfatta.

Campo cinetico solenoidale piano.

Se é:

[252]
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V=V y) Ve vo(ry) vg=0,

le equazioni differenziali riguardanti il potenziale vettore diventano:

Wy Wy W
ay I )¢ z ax!  ox? ’

A queste si puo soddisfare con w = w,= 0, associando cosi al campo l'unica
funzione scalare Wy ¥ per la quale si ha:

LIS (1]
Vl—ay, VZ— q

La nuova funzione cosi introdotta é detta funzione df flusso o funzione di
Stokes ed riveste, per i campi solenoidali piani, ufficio analogo a quello
della funzione potenziale nei riguardi dei campi irrotazionali.

E' facile verificare che le linee del piano date dalle equazioni:

w(x, y)= cost.

sono le linee di flusso del campo. Infatti, come si & visto, le equazioni
differenziali di queste sono:

wy
dx d

ossia: v,dy - v,dx= 0

e quindi:

o o
2y dy + p dx =dy=0. CVD.

Consideriamo nel piano le due linee di
flusso corrispondenti a due assegnati
valori y; e ¥, della funzione di
Stokes. Esse delimitano un nastro o7
/usso al quale si puo associare il
flusso @ attraverso una qualunque
linea A congiungente due punti A e B

0]
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presi rispettivamente sulle due linee. Si ha infatti, se n é il versore della
normale a A

dy , dx

-yt st

per cui:

oy oy  owax
¢- _[v-nds b jay as “axes Y27 VL
A

Sia dato in ogni punto del campo, it vettore r - rot v. Essendo, per
ipotesi, div v= 0, sara:

v=rolw

con div w = 0.
Poicheé vale l'identita vettoriale:

rot rot w= grad divw - Aw

si ottiene, per il potenziale vettore, la seguente equazione di Poisson:

Aw = -r.
Quindi:
1 (r@Q
W) - - JR(PQ)dna(P)
T
da cui:
[254]
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n R(PQ)
1

v(P) = 41— Jrotp(—qg)*}dw +rot @

con a vettore armonico arbitrario.

§7.

Atto di moto armonico.

Un atto di moto particolarmente significativo per un fluido
incomprimibile ¢ quello irrotazionale: lo stato cinetico ¢ puramente
traslatorio e le particelle fluide si deformano senza che il loro volume
cambi. Essendo:

rotv=0,

divv=0,
poiché quindi:

v=grad ¢
si ha:

div grad ¢= 0
ossia :

Agp=0:
il potenziale cinetico soddisfa I'equazione di Laplace, € cio¢ una funzione
armonica. Pure armonico é il suo gradiente, ossia anche il vettore v €
ar monico.

Cenni sulle funzioni iche.
Con calcolo diretto & facile mostrare che, detta R la distanza del punto
P(x!,x%x3) dall'origine degli assi di riferimento, la funzione:

1
2
x2

1
f(p)‘ﬁ"\/x[z

+ + x32

¢ armonica ovunque tranne che nell'origine dove possiede una singolarita.
Cosi pure la funzione :

£(P) - g(—f,a;

dove R(PQ) ¢ la distanza del punto P da un prefissato punto Q, € armonica
con singolarita nel punto Q: essa viene denominata la funzione armonfca
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elementare nello spazio tridimensionale. Nel piano la funzione armonica
elementare € invece:

1
f(P) = log RPO)

II campo avente come potenziale cinetico la funzione armonica
elementare & quello dovuto ad una sorgente dislocata nel punto Q in cui
possiede una singolarita; le superfici equipotenziali sono le sfere di centro Q
ed i tubi di flusso sono i coni di vertice Q.

Se C,. C,..C, sono delle costantie Q,, 02,...Qn sono n punti def dominio

occupato dal fluido, € pure armonica la funzione:

n

Ci

i=1

che & analoga a quella che rappresenta il potenziale gravitazionale generato
nello spazio da masse puntiformi proporzionali a C, C2,...Cn dislocate nei

punti Q, Q,..Q, .
E' pure armonica, esternamente al volume 1, la funzione:

o(P) = J—&SQ)) dr

T
dove p(Q) ¢ la densitd della massa contenuta entro il volume 1.

Esternamente a1vale per ¢(P) l'equazione di Laplace:

internamente vale invece 'equazione di Poisson:
Ag = -4np .

Un'altra funzione armonica moito significativa € quella che rappresenta il
potenziale di una doppretia di sorgenti, d asse ¥ ¢ momento m data da:
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md 1
#P) = 4 3y ROPQ)

Ad essa si perviene considerando due sorgenti di intensita uguale ed
opposta localizzate in due punti Q e Q' posti sull'asse delle x e distanti tra
loro Ax. Facendo avvicinare Q' a Q e supponendo che l'intensita C diventi
infinitamente grande al tendere di Ax a zero, in maniera che sia finito:

. m
lim CAx=—_,
X =0 41

si ha infatti:

8
E

1

d
n 9x, R(PQ)

W

Distribuendo infine con
continuita su di una superficie ¢
doppiette di momento 4mu(Q)do
con asse orientato in ogni puato
come il versore n della normale a
o, si ottiene la seguente funzione

armonica (porenziale di doppio strato):

9 1
o(P) = [u(Q)‘a—r; g do

a

regolare esternamente ao.

Proprieta delle funzioni armoniche.

Se f e g sono due funzioni regolari in un dominio t e sulla sua frontiera g,
poiché valgono le identita:

L'opera di Antonio Melis - Ristampa anastatica della produzione 1955-1999 [257]



26

div(f grad g) = grad f - grad g + fAg
div(g grad f) = grad g - grad f + gAf ,

applicando il teorema della divergenza si ottiene:

I(grad f-grad g + fAg)dt = ff a% do
11

¢ 1° lemma di Green

I(grad g-grad [ + gAf)dt = 8 4n

g
I(gAf - fAg) duv = J( gg - f %%)dc 2° lemma di Green
t
[+]
dove n , versore della normale nel generico punto di ¢, € orientato verso
I'esterno di 1.

(a)
[(grad g-grad N - fg :f_n do= Jf g'xg]‘ do. 1°lemma di Green
T i i
(®)
J( :fl - f E% )do 0. 2° lemma di Green
»0
(c)
Corollario a (b).
Ponendo in (b) g =
df
Jdn do=0:

[+4
lintegrale, esteso a/ contorno o, della derivata normale di unz funzione
armonica regofare i 1 € su 0 € nullo.

(d)

Formula di Green per le funzioni armoniche:
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1 (Ldf  d(/R)
®) - - j (R & £

-4

Per dimostrare questa formula consideriamo, entro il dominio 1 in cui € de =
finita la funzione armonica
f(P) ed ¢é ivi regolare, un
punto P ed isoliamolo
mediante una sferetta « di
raggio infinitesimo ¢ e centro
in P. Nel dominio 1 avente
per contorno completo o+ sia
la funzione f che la funzione
x 1/R(PQ), con Q punto corrente

in 1, sono armoniche e

regolari.
Si puo allora applicare ad esse in 1 il 2° lemma di Green:

v

d(1/R) 1 df
ﬂf “dn_ R dn ]dc=0.
O+
Su @, se dO ¢ I'elemento di angolo solido, é&:
Ll R 1 o4
R ¢ dn &2

per cui:

dR 1 d Lol
ﬂf R n]dm J(fsz-tdn)cdfz:o,

a w

Poiché:

. df
lim J(f - e )dn = 4n f(P)
n
£-0

W
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si ricava, come si voleva:

(P) - - Hlﬁ S

" 4n R dn dn

[+1
che consente di calcolare il valore che una funzione, armonica e regolare in
un dominio 1, assume in un punto Pet , qualora si conoscano i valori che
essa assume sul contorno ¢ insieme con quelli della sua derivata normale.
Se fa funzione f(P) soddisfa in1 all'equazione di Poisson: Al = x invece
che a quella di Laplace: Af = O, con procedimento del tutto analogo a quello
ora esposto si ricava la formula a suo tempo citata:

: JZ(Q) dt+ a(P)

T

con a(P) funzione armonica arbitraria.
(e)

Teorema di Gauss.
Se per calcolare il valore che una funzione armonica, regolare in una
regione sferica di raggio a , assume nel centro P della sfera si usa la formula
di Green, ricordando anche la proprieta (c) si ha:

“4n Ja dn 4n
1)

1(P) - - F &L go-L Jf(-l/a2)d0=% [ fdo:
4na®

[

i valore che una funzione armonica assume nel ceniro df una sfera é fa
media def valori che essa assume sulla superlicle slerica.
(f)

1° corollario al teorema di Gauss.
[ punti i massimo o of minimo of una funzione armonica 1P/ non possono
cadere all inlerno del dominfo r ove f € regolare, ma softanto sul conforno.
(g)

2° corollario al teorema di Gauss.
Se una funzione armonica regolare in r € costanle suf conlorno o, € costanie
n tutto ff dominior.
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(h)
Da (g) si deduce che se una funzione armonica f{P) é ovungue regolare ed
all intinfio assume ([ valore £ finito, essa € uguale a K dapperiutio.

Dal corollario (g) si ottiene anche che se wna funzione armonica f(P)
regolare I € nulla suf contorno, essa € ovunque nulla.
Cio si vede anche considerando il {° lemma di Green e ponendo in essof=g :

df
2 ar
‘J‘ (grad f)? di= ern do .
[+

Sesucéf=0,neipuntidite:gradf=0=f=cost. =f=0.
df
Se suoéa’ﬁso. nei puntidit é:gradf = 0 = [ = cost.

Segue che se due funzionf armoniche f e g assumono valorf uguall su o, esse
s fdentificano in 1 se di esse coincidono su o i valors delle derivate normal;
In 1 esse differiscono per una costante.

1l problema di determinare entro 1 una funzione armonica, assegnandone

i valori sul contornog, ¢ il cosidetto probiema di Dicichlet.
Il problema di determinare, a meno di una costante, una funzione
armonica, assegnando su ¢ i valori della sua derivata normale ( che

ovviamente debbono soddisfare la condizione: -g% do = 0 ) e il

problema di Neumann.
Si dimostra che entrambi questi problemi ammettono soluzione e che
essa € unica.

Campi armonici piani.

Sia:v =v,(x,y)i+v,(x,y)j . Poiché il campo € insieme irrotazionale e

solenoidale si possono introdurre sia il potenziale di velocita g, tale che:

LL PR ¥
X Yy

sia la funzione di Stokes y tale che:
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vy

ay 2
Valgono pertanto, per le funzioni ¢ e ¥, le seguenti refazions dr coniugio.

CHNON

oy
X 9y 3y X
Poiché € div v = 0, & inoltre: Ag =0 ed anche Ay=0: /e due funzioni g ¢ y
sono funzionr armoniche nel prano del moto.

E' facile vedere come, nota la funzione ¢ , si determina l'altra funzione y,
e viceversa. Infatti:

oy 9y o 99
dg=—"dx+-Ldy=-—TLdx+ +d
¥ ) ay Y Yy X Y

da cui:

) = 99 - % x|+

¥(P dy d w(P.

® ﬂax dy ) ®.)
A

dove A ¢ un qualunque cammino congiungente un prefissato punto P. col

generico punto P,
Analogamente:

oy oy

P) = X dx - =X dy] + o(P.).

o(P) ﬂay X - y) o(P.)
3

Tutte le proprieta riguardanti le funzioni armoniche valgono ovviamente
anche ne! piano. Qui bisogna pero sostituire alla funzione armonica

1 1
elementare f(P) = m la funzione log R(PQ) - alla sfera la circonferenza ed

alla superficie 4n della sfera di raggio unitario la lunghezza 2n della
circonferenza pure di raggio unitario.

Consideriamo ora la combinazione {ineare ¢(x,y) + i y(x. y) , dove i = V-1
é l'unita immaginaria. Mostriamo come le condizioni di coniugio per le
funzioni ¢ e y sono necessarie e sufficienti per affermare che la
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combinazione o(x, v) + i y(x, v) € una funzione analitica {(z) della sola
variabile complessa z=x+iy.
Infatti, se glx, v) - i y(x. y) & una {(z), essendo:

of _of of _;of

x Iz 9y ez
si richiede che sia:

of 14of . of

Ma:
ﬁ a_(p + 1 a_w 3
dx ox dx
of [d0 ;o
oy dy oy
per cut
2 0y _ 0 oy
X X vy ay
e quindi:

9p _ dy . 99 9y

™y ay X
Se viceversa sono valide le relazioni di coniugio per la parte reale ed il
coefficiente dell’'unita immaginaria, ¢ facile vedere che:

—a—(qwiw):—i—a—((pﬂw)
JX v

il che vuol dire che o(x,y) + 1 y(x, v} = {(x+iy)}.

Le condizioni di coniugio sono dette /Je re/azion/ di monogenerid df
Cauchy - Riemann che legano la partle reale ed il coefficiente dell'unita
immaginaria di una funzione analitica della variabile complessa z=x+iy.
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Ad ogni funzione f(z) corrisponde dunque un campo armonico piano, di
cui f(z) costituisce il potenziale complesso, ¢(x, y) il potenziale cinetico e y(x,
v) la funzione di Stokes.

Consideriamo ora {a funzione di variabile complessa:

w- 34t
dz
dt _af

Poiché, come abbiamo visto,
dz  ax

, si ha:

w-2 i ¥y i,
ax X

la funzione di variabile complessa w , detta velociti complessa,
rappresenta, con la sua parte reale e con l'oppostc del coefficiente
dell'immaginario, il vettore velocita nel campo cinetico piano.
Consideriamo ora una linea A € calcoliamo dez .E:
A

fwaz= {1 vyidneidy) -

» A
J(vldxwzdy) +i I(vldy-vzdx) = quw i Id|r= L+id.
Y 2 A A

Teoremi di Cauchy.

Se A € una linea chiusa che delimita una regione in cui w & regolare, si ha:

[wdz-0.
&

Se invece entro A vi & una regione di singolarita per w di contorno y, si puo
A scrivere la relazione precedente lungo il contorno
ABCDEF della regione in cui w & regolare. Essendo
l infinitamente vicini i due cammini CD ed FA
0 percorsi in verso opposto, i loro contributi
all'integrale si elidono. Con ovvio ragionamento si
ricava, se anche y viene percorso nel verso
antiorario fissato su A:

o~
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Jwdz= [wdz=ry+ioy =1 «io,
A Y

e quindi:

l‘l-ry; ‘Dl'¢y.

Se in particolare entro A vi sono N punti P, P,, ... Py di singolarita per w:

dove @, € un cerchietto di raggio infinite=
simo e centro nel punto P, (i=1,2...,N).
Se w é regolare esternamnte a:

dez = dez
Q * n
con O cerchio con centro al finito e
raggio infinitamente grande Se infine
i

nella regione esterna a A vi sono anche

Npunti P, P,, ... Py di singolarita per w:
Esempi di campi cinetici armonici piani.

N
dez- dez -2 dez .
i=1

Come abbiamo gia osservato , ad ogni funzione f(z) della variabile
complessa z si pud associare un campo cinetico armonico piano di cui f(z) &
il potenziale complesso e w la velocita complessa. Presentiamo di seguito
alcuni esempi particolarmente significativi.
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a) Corrente uniforme parallela all'asse coordinato delle x.

f(z)-cz=¢=cx, y=cy (¢ 0)
wiz)=c= v, =c v,=0

b) Sorgente piana nell'origine degli assi coordinati.
f(z) = alogz= g=a log p; y=ad (z= p eld c>0)

a ax ay
Wer=VW""" 2.2 Va2, 2
z °+y I“+y
\ La velocita é radiale ed il suo modulo é:
¥ a

Ve — .

Se A é una qualunque linea chiusa che
racchiude nel suo interno la singolarita

ubicata nell'origine O:
25

O - Idm: Iadﬁ = 2na.
A 0

I1 flusso cosi calcolato vien detto /7 partata della sorgente.
c) Vortice nell'origine degli assi coordinati.
f(z)~iblogz = @¢=--bd; ¢=blogp.

)
W=V1‘1V2=l z -

Le linee di flusso di questo campo sono
circonferenze concentriche di centro nel
punto O in cui & ubicata una singolarita.
Lungo una qualunque linea chiusa che
*  racchiude O si ha:

Iy = [do =-2nb.
A

Questa circolazione caratterizza il vortice € ne costituisce /z /ntensiita.
d) Vortice spirale nell'origine degli assi coordinati.
f(z) = (a+ib) logz = ¢ = alogp- by, y=2ad +b logp.
Le linee di flusso di queso campo sono spirali logaritmiche di equazione:
ad +b log p=cost.
e) Doppietta nell'origine degli assi coordinati.
(- o goPi eV

292 V2.
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)
=
¥ Le linee di flusso di questo campo hanno
equazioni:
v
B 5 =cost=K
0 X+ Y
x  ossia:
1
2
eyt -y =0
sono circonferenze passanti per lorigine degli

assi con centro nel punto di coordinate(0, 1/2K1.
Questo campo, che presenta una singolarita in 0, nasce dalla

sovrapposizione di due vortici di intensita -2n

Zte

2n —— posti sull'asse
2€ P

delle v nei due punti di ordinate € ¢ -¢ quando £ - 0 . Il potenziale
complesso associato a questi due vortici €:

b b (7+i€)

1 Ztloglz—xe)w e loglz+ig) .
Valutando il limite di questa espressione per ¢ — 0 con la regola de
L Hospital:
z-ie z+i€ b

'Ehm————
) 1 z

. (z-ic)- i€)
f(z) - lim i%Iog_z e)-loglz+1g)
£

€—=0 €0
Si puo mostrare che il campo di questa doppietta si puo anche ottenere
dalla composizione di due sorgenti disposte pero sull'asse delle x.
f1 Corrente traslatoria armonica che investe un ostacolo circolare.

Consideriamo il campo che nasce dalla composizione di una doppietta con
una corrente traslatoria uniforme. E-

fiz) —cz+ 2 = ®=Cx 2 S Doy=Cy - _ by
z ) 12 . vl %2 4 YZ
w(z) =c- b X
¥
Zl-
Le linee di flusso sono le cubiche di equazioni:
cy - —PV——) = K= cost.
eyl
In particolare, per K = 0, si ha:
( b \
vier =l
4 I“ o+ y“/!
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che si spezza nell'asse y ~ 0 e nella circonferenza xtey?- b,
c
v] It campo si interpreta cosi:

una corrente  traslatoria
uniforme parallela all'asse
delle ¥ investe un profilo
circolare di raggio Vb/c con
centro posto  nell'origine.
Incontra la circonferenza
nella prora A ed ivi si spezza
in due: una parte lambisce 1a
semicirconferenza superiore,
l'altra quella inferiore. Le due parti si riuniscono nella poppa B € da B il
filone prosegue a valle lungo l'asse delle x. Gli altri filetti hanno un
andamento del tipo di quello indicato nella figura. All'infinito é: f(z) = cz, w
=c.Perz= i\/t?c_: éw=0:in A e B la velocita si annulla
g)mummmm

flz) <22 = ¢=1*-y% y=21y.

W=V -iv,=21+12y.

L ] W////////////////////X/
te armonica fra pareti rigide.

Un problema importante € quello di determinare una corrente armonica
piana nel dominio C limitato da due linee 10 e ll. C ne costituisce pertanto

un nastro di flusso. Si deve cercare il potenziale complesso f(z) - g(x, y) + i
¥(x, y) . sapendo che su &, la funzione (x, y) ha un valore costante, ad
esempio nullo, e su X| assume il valore costante ¥ dato dal flusso del

nastro. Si € cosi condotti a risolvere per la funzione armonica ¥(x, y) un
problema di Dirichlet.

[268]
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Corrente traslatoria che investe un profilo.

Si  vuole determinare una

corrente armonica nel campo C
esterno ad un assegnato profilo
rigido A, quando la funzione y(x, y)
differisce dalla funzione di Stokes
cy relativa ad wuna corrente
traslatoria uniforme diretta come
I'asse delle x per una funzione
armonica regolare in C, che si
annulla all'infinito. Si tratta di cal=
colare f(z) = ¢ + i y, sapendo che all'infinito la funzione armonica y si riduce
a cy ed-assume il valore 0 sulla linea di flusso A. )
Pué essere pil comodo introdurre la funzione F(z) = f(z) - cz =0 +i ¥ e
porre il problema di determinare la funzione armonica ¥ regolare in C,
nulfa all'infinito e che nei punti del contorno A assume valori uguali a -cy .
Anche questo, come si vede, & un particolare problema di Dirichlet piano. .

Accanto alla variabile complessa z-x+iy, variabile nel dominio piano C,
consideriamo un‘altra variabile ¢~ ¢+in funzione invertibile di z e definita in
un dominio I' def piano &, n. Ad ogni punto P di C corrisponde un punto I di
I' e viceversa; ad ogni linea A di C una linea y di I' e viceversa.

4

7] L

(C— 2~ | ﬂ"—\

| 'X n.on 4
—

La corrispondenza considerata & conforme, nel senso cioé che mantiene gli
angoli: all'intorno di P corrisponde, per simiitudine, un intorno di I1. Infatti,
se dP ¢ il vettore infinitesimo spiccato da P in C, ad esso corrisponde in I il
vettore dII uscente da IT: il primo & rappresentato dal numero complesso dz,

d
il secondo da d{ - a—% dz. Quindi:
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|an] fat]

Jep] "]

L1
dz

d .
€ a% che ¢é la derivata di ¢ rispetto a z, sappiamo che dipende solo da P e

non dall'orientamento di dP. Ne consegue che il rapporto fra due segmenti
corrispondenti infinitesimi ¢ indipendente dall'orientamento dei segmenti.
Ad un triangolo infinitesimo in C corrisponde un triangolo infinitesimo in T
simile al precedente, e gli angoli del primo triangolo sono eguali a quelli
corrispondenti del secondo.

Trasformazioni conformi di correnti armoniche piane.

Una trasformazione conforme muta il potenziale complesso f(z) di una
corrente armonica in C nel potenziale complesso f{z(¢)] di una corrente
armonica in I'. Ad una linea di flusso A in C fa corrispondere una linea y di
flusso per la seconda corrente in quanto lungo entrambe le linee la funzione
di Stokes assume il medesimo valore costante, in virtd della trasformazione.
Ne segue che alle pareti rigide lambite dalla prima corrente corrispondono
pareti rigide per la seconda. Nota allora la corrente armonica che lambisce
le due pareti rigide 1, e}, é pure nota la corrente che scorre tra le pareti
Yg € Y, tutte le volte che si conosce la trasformazione conforme che pone in
corrispondenza il dominio C occupato dalla prima corrente col campo I' della
seconda. ‘ '

Nota fa corrente armonica piana che investe un profilo A € pure nota la
corrente armonica che investe il profilo y ogniqualvolta e data la
trasformazione conforme che fa corrispondere al campo della prima
corrente esterno a A il campo della seconda esterno a y, e che fa
corrispondere al punto all'infinito del piano delle z il punto all'infinito del
piano delle {. )

Il potenziale complesso della corrente, trasformata della corrente
traslatoria che investe il profifo A circolare, é:

flz(g)] = c 2(¢) + -2

z(¢)
Jdf dfdz o by dz
W@ -G a (c sz) e

La velocita asintotica della corrente che investe il profiloy é:
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Weo= éx_r’n; wi(t) = cg&%"é:

questa non coincide in generale con la velocita asintotica della corrente che
investe il cerchio.
Consideriamo ad esempio la seguente trasformazione conforme:

t,=hz+§ (h e k reali).

Ricordando ['espressione della variabile complessa z in forma
trigonometrica: z = p(cosd + i send) si ha:

¢ = h(p cosd + i p send) + K(cos9-isend)
P

e quindi:
k

§=(hp+;)oosﬁ: n-(hp-‘g)senﬁ-

Questa trasformazione fa corrispondere al punto all'infinito del piano delle z
quello del piano delle { ed al cerchio p = 1 l'ellisse di assi §edne di
semiassi (h+k) ed (h-k). La trasformazione fa quindi corrispondere alla
regione C esterna al cerchio con centro nell'origine degli assi e raggio
unitario la regione esterna all'ellisse precedente. La corrente traslatoria che
investe il profilo ellittico avra allora come potenziale complesso la flz(t)]

dove si dovra porre b = ¢, perché il raggio \]b/c del cerchio ora vale 1, e
z(t) si ottiene risolvendo rispetto a z 'equazione di 2° grado:

{-hz+¥
z

La velocita asintotica della corrente che investe il profilo ellittico & data da:

dz 1
e e -clim ———-c/h
Woom il e lim e T S e k2 C

Questa corrente € orientata come 1'asse delle § e ¢/h & il modulo della sua
velocita asintotica.
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DINAMICA DEI FLUIDI
§1.

Prima di poter scrivere le equazioni che reggono il moto di un fluido ¢
necessario introdurre la nozione di sforze specdico in un punto P di un
mezze continuo.

Si consideri in P un elemento
superficiale do e sia n fa normale in P
all'elemento stesso. Il verso della
normale consente di attribuire "un
segno” alle due facce di do: diciamo
negativa la faccia che guarda verso la
banda di ingresso della normale, po-
sitiva l'altra. Consideriamo l'azione che le particelle adiacenti alla faccia
negativa di do esercitano su quelle adiacenti alla faccia positiva. Essa si
manifesta attraverso una forza che é proporzionale all'area dell’elemento do
e che potra pertanto esprimersi P(n) do, volendo con cié rendere palese fa

dipendenza di questa forza anche dalla giacitura dell’elemento do stesso. Si
definisce sforzo in P refativo alla giacitura individuata da n il vettore P(n)

che, tenendo conto delle sue dimensioni fisiche, é evidentemente una forza
per unita di superficie.
Ricordando la definizione di P(n) © tenendo presente che vale il

principio di azione e reazione é immediata fa eguaglianza:
P(n) = P(-n)-

Detti n,n, n, i coseni direttori della normale a do rispetto agli assi di

un riferimento cartesiano (0; x'x2x3) , mostriamo che vale la seguente
relazione fondamentale di Cauchy:

3
p(n) = plnl Py v 931'13 = Z P, .. (1)
i=1
Essa consente di esprimere lo sforzo P(q) tramite gli sforzi p;. p, € py

relativi a tre giaciture per P rispettivamente ortogonali agli assi x! x%.x3 .

Si cpnsideri. per dimostrare la (1), il cosidetto triedro di Cauchy cosi
costruito: sulla direzione m passante per P, di coseni direttori n,n,edn,,

consideriamo, alla distanza h da P, il punto Q, da cui spicchiamo tre assi
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X3

Py

x! 32 ed x3 paralleli e concordi con
gli assi cartesiani. Siano P, b, e

P3 fe intersezioni con x'x? ed 13

del piano per P ortogonale ad n.
Rimane cosi individuato il triedro
QPleP3 le cui facce indichiamo
rispettivamente con do=( P P,P, )
:do, =(QP,Py ):do,=(QP,P):
do, = ( Q PP, . la cui altezza
rispetto a do indichiamo con h. E'
noto che risulta:

do, =do inl|; do,=do lnz‘; do,=do |n3|.

Poiché ( vedi figura) n forma con gli assi cartesiani angoli ottusi, i
coseni direttori n,.n, ed 1, sono tutti negativi e quindi si avra:

do, =-dondo,=-dan, do;=- don,,

Si applichi ora al triedro QP lPzPZ), di cui indichiamo con dV il volume, il

noto principio di D'Alembert secondo il quale, durante il moto, il complesso
delle forze agenti sul triedro, comprese le forze d'inerzia, si fanno

equilibrio in ogni istante.
Le forze presenti sono:

a) le forze di massa, proporzionali alla massa del triedro;
b) le lorze d'inerzia, pur esse proporzionali alla massa;
c) le forze superficiali agenti attraverso le quattro facce del triedro.

Detta p la densita materiale, sara:

a)=dVF- *;-do hF (F = forza di massa per unita di volume)

b)=-pdVa=-p % doha (a = accelerazione della particella fluida)

c) la forza agente sulla faccia do,ép,do, --pdon:
la forza agente sulla faccia do,é p, do,--p,don,;
la forza agente sulla faccia dcr3 é P, doa -- p3dc 0y
la forza agente sulla faccia do ¢ P do, - P(q) do.
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Secondo il principio di D'Alembert deve aversi:
3

1
gdch(vaa%p(n)do— z p;n, do-0

i=1
da cui:
3

1
L hE-pateny- 3 pa -0
i=1

Facendo ora tendere a zero il volume del triedro, ossia facendo tendere a
Zero h, si ricava:

che € appunto la refazione (1) cercata.
La (1) mostra che lo stato di sforzo nel punto P é assegnato dando i tre
vettori p, p, € P; 0, che & lo stesso, il fensare degli sforzi Py (i.ji=1,2.3) le

cui nove componenti sono gli elementi della matrice:

Gli elementi con gli indici eguali rappresentano gli sforzi normali agli
elementi superficiali ortogonali alle direzioni degli assi x!, x* ed x? spiccati
da P, gli altri gli sforzi tangenziali.

Si pud poi dimostrare ( noi omettiamo tale dimostrazione) che valgono le
relazioni:

pii = pii : ( l"])

ossia // lensore degli storzi 8 simmelrico e quindi bastano sei componenti
per individuarlo.

ervazione di c
Se gli sforzi che si esercilano allraverso r vars elementi super{rcialy

passanli per P sono normali ar rispetirvi efementi, 1 corrispondenti sforzi
specilicr sono necessarfamenle eguali ira di foro.
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Ip: P(n) =B, 1.
Th.: Py =Py =Py=D;.
Infatti, se p(y) - p, @ . anche p, - p; i, Py-Pyiy P3-P; iy . Per la (1) si

avra:

P = Pynyi; « pyny iy Pngiy
ossia

Paly = Py Pyfly - Polly: Pyfiy = P3fls,
per cui:

P, =P, =Py=pz. (cvd)
Posto allora:
p,=pP
potra scriversi:

P(p)-pn .

Questa circostanza si presenta, ad esempio, nei fluidi in quiete dove lo
sforzo in un punto ha la natura di pressione in quel punto ed ¢
indipendente dalla giacitura dell'elemento do considerato. Cio
indipendentemente dalla natura fisica del fluido che, per questa
caratteristica, si differenzia da tutti gli altri mezzi continui.

Nei fluidi in movimento, invece, questo carattere dello sforzo specifico
non si mantiene se non per i cosidetti ffwidi perfetts nei quali sono
trascurabili gli effetti della viscosita.

In un fuido reale in moto, le componenti Pig del tensore degli sforzi

possono porsi sotto la forma:
P = P 3+ Uy (2)

dove :
a4y - ii -ik sono fe componenti del tensore fondamentale:
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| per j= k
it
0 per j=k

p ha ancora il significato di pressione ed eguaglia, come nel caso statico,

5 Z p;; . Ossia un terzo dell'invariante lineare del tensore degli sforzi;

i=1
infine le Q;; sono le componenti del cosidetto deviarore, nullo nel fluido in

quiete, che dipendono dalle velocita di deformazione. L'esperienza
suggerisce di porre:

2
G = ’3‘M A - ngik (3)

dove:
p = coefficiente di viscosita;
3

L=divv = va ;
i=1
LY,
e =2 Vi + Vi) -
Nei fluidi incomprimibili, o che si comportano come tali, si ha:
Qg = - ZHCik
ossia vi & proporzionalitd fra le componenti del deviatore e quelle del

tensore di deformazione. In genere, invece, come afferma la (3), le dig
sono funzioni lineari delle Qik .

§2.

Equazioni indefinite di Navier- Poisson.

Per pervenire alle equazioni indefinite del moto del fluido consideriamo
un elemento fluido a forma di parallelepipedo rettangolo infinitesimo con
un vertice nel punto P(x! x2x%) e spigoli paralleli agli assi coordinati di
lunghezza rispettivamente dx' dx? dx3. Applicando il principio di D'Alem-

[276] Meccanica dei fluidi e fisica matematica tra ricerca e insegnamento



45

bert dovremo imporre che sia nulla la
somma di tutle le forze agenti sul

P.!
//W//éx/ Sﬁ . parallelepipedo, compresa la forza
4 fa

4 .. " )
%ﬁx: d'inerzia .Deuo dV il volume del
R lee——— : e paralielepipedo, le forze sono:
) ;
X! o T

a) la forza di massa FdV;

b) la forza d'inerzia -pdVa;

¢) le forze che il fluido circostante esercita sul parallelepipedo attraverso le
sei facce infinitesime. Attraverso la faccia PPZQP3 agisce la forza p,dxzdx3
ed attraverso la faccia ad essa parallela P, agisce invece la forza :

Gpl
‘(Pl ey dx'} dx2dx3 .

Pertanto attraverso le due facce perpendicolari all'asse x! si manifesta
sull'elemento fluido una forza pari a:

p op
24,3 U] 92493 - L —L
p,dx°dx ’(91 * g dx }dx dx° = o dv.

In maniera del tutto analoga si trova che le forze agenti attraverso le altre
facce sono date da:

692 ap3
- dv ; - ) dVv.
ax )4

Sara allora, per quanto detto:

P, op, 9P,
FdV~pdVa—*“‘al Ty YT dv =0
X

da cut:

3
pa=F~me (4)
i=]
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Mostriamo ora che, in virtu delle relazioni (2) e (3), si ha:

3
1
2 p;;-gradp - ypgraddivv -pav. (5)

i=1

Infatti, per la k™ componente del vettore a primo membro della (5), si
ottiene:

3 3 3 3

2
Z Pigsi = 2 Prid 3k Z i 2~ 20 Z Ciksi =
i=1 i=1 i=1

i=1
2 3 3
Pt Xy R 2 Visig “H Z Virii =
i=1 i=1

2
SRt 3Ry B BAY -

1
=Dt R A KAV
L'ultima espressione ottenuta coincide, come si voleva mostrare, con la k™

componente del vettore a secondo membro delia (5).
Sostituendo I'epressione (5) nella (4) si ottiene infine:

pa=F-gradp+%p.graddivv+uAv (6)

che ¢é la classica equazione dif Navier-Poisson della dinamica dei fluidi.

Essa ¢ equivalente a tre equazioni scalari, quelle che si ricavano
considerando le componenti di ambo i membri della (6) sugli assi cartesiani,
che evidentemente non sono sufficienti per ricavare la velocita v ( o meglio
le sue tre componenti), la densita p e la pressione p. Il moto sara infatti
completamente assegnato individuando le cinque quantita incognite v, v,,

Vs p € p . All'equazione (6) si debbono pertanto aggiungere altre due
equazioni alle quali perverremo ricordando il cosidetto principio dr
conservazione della massa ed facendo intervenire considerazioni di natura

fisica suggerite dal comportamento termodinamico del fluido e dalla sua
costituzione chimico-fisica.
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Prima di passare alla deduzione di queste due ulteriori equazioni, & bene
ricordare che nella (6) si deve porre, in luogo di a, una delle due
espressioni a suo tempo gia trovate:

LM (v-v
= "4 B
a o v-yv

ovverao:

v

ov 1 2
a=_+3 grad v + (rotv) x v.

§3.
' equazione di continujta.

Poiché, per il principio di conservazione della massa, la massa di ogni
particella fluida si conserva, se pdt é la massa dell'elemento fluido di
volume dr, la derivata sostanziale di pdt € nulla, ossia:

d(pdt) dp d(d1)

@« "0 = WP T

Ricordando che l'incremento che subisce il volume elementare dt
nell'intervallo di tempo infinitesimo dt & dato da:

d(d1) = x drdt

dove y =div v é la velocita di dilatazione cubica del fluido, si ha ancora:
do d dt =0
qy drpxdr -

ossia:

d

a’%+pdivv=0 {7
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Con facili calcoli & possibile vedere come la (7) puo scriversi anche nella
forma:

o
i div (p v) = 0. (8)

La (7) e la (8) sono le due forme del tutto equivalenti in cui pud scriversi
lequazione di continuitd che traduce il principio di conservazione della

massa.

§4

Equazione complementare,

La quinta equazione che ora vogliamo scrivere, che vien detta eguazione
complementare e che assegna un legame tra la pressione p e la densita p in
ogni punto dei campo, si ricava sia tenendo conto dell'equazione di stato per
il fluido in esame, sia dell'equazione differenziale che riassume in sé i due
principii fondamentali della termodinamica e che deve valere durante il
moto del fluido. L'esperienza mostra che per ogni fluido esiste un legame

finito ben determinato fra la pressione p, la densita p e la temperatura
assoluta T. Tale legame pud indicarsi genericamente scrivendo:
o(p,pT)=0 (9)
e costituisce, come € noto, /eqguazione di stato del fluido.
Nel caso di un liquido la (9) non contiene la pressione p e da un legame
frapeT:

o(pT)=0.

Nel caso di un vapore la ® non contiene p e fa (9) si scrive cosi:
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o(pT)=0.

Nel caso di un gas perfetto (come si puo ritenere ad esempio anche l'aria

a temperatura ordinaria) vale la legge:
p = RpT

dove R & la costante dei gas.

Per i gas reali vale invece la legge di Van der Waals:
(p+ap?)(1/p-b) =RT

che differisce da quella dei gas perfetti per la presenza di due termini
correttivi che tengono conto del covolume delle molecole e delle forze
inter molecolari.

Durante il moto del fluido in genere fe tre variabili di stato cambiano e la
loro evoluzione nel tempo € regolata dai principii delfa termodinamica che
si traducono in una equazione differenziale che ora vogliamo dedurre.

Consideriamo un recipiente cilindrico chiuso ad una estremitd da un
diaframma fisso ed all'altra da un diaframma mobile d'area o. Entro il
cilindro poniamo ['unitd di massa del gas: detto V il volume occupato, sara

pV=lequindiV=:;«

Entro il cilindro, in condizioni di equilibrio, le tre variabili di stato p, p. e
T avranno ovunque lo stesso valore.

Se si sposta lentamente il diaframma mobile di un tratto infinitesimo ¢,
in modo da passare da uno stato di equilibrio ad un altro stato pure di

equilibrio, le tre variabili subiranno variazioni infinitesime: siano dp,
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d(1/p) e dT le variazioni della pressione, del volume specifico e della
temperatura assoluta. [l primo principio della termodinamica, che
attribuisce alla quantita di calore contenuta nel gas il significato di energia,
consente di formulare un bilancio energetico per {a trasformazione
termodinamica avvenuta nel gas a causa dello spostamento del diaframma:
la quantitd di calore dQ acquisita dall'unita di massa nellintervallo di
tempo dt piu il lavoro svolto dalle forze esterne eguagla l'incremento dw
della funzione di stato w che rappresenta /energia interna ( per unita di

massa ) . Ossia:

dw = dQ - poe
per cui, poiché per il secondo principio della termodinamica il calore
assorbito dQ ¢ uguale a TdS, essendo S la funzione di stato enfropiz, e
poiché ot = dV = d(1/p), si ha:

TdS = dw + p d(1/p) . (10)

La (10) costituisce la equazione fondamentale della termodinamica € puo

scriversi anche nella forma:

TdS = dH - dp/p (107

avendo introdotto la nuova funzione di stato envajpia H=w + p/p.

In virtd della (10) dw rappresenta la quantita di calore assorbita a
volume costante dall'unita di massa e quindi /z /unzione dr stato energia
nternaw puo fnterpretarst come (I contenuio termico della unrid dr massa

2 volume costante. Per la (10') dH rappresenta il calore assorbito dall'unita
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di massa a préssione costante: /2 funzione df staro entalpia H di pertanio i/
contenuio termico dell unitd df massa a pressione costanle.
Nel caso di un gas perfetto, la cui equazione di stato &, come abbiamo

ricordato, : p = RpT. la energia interna w per unita di massa ¢€

semplicemente proporzionale alla temperatura assoluta T:

w=-cT. (1)

11 coefficiente c, rappresenta il ealore specifico a volume costanle in quanto,

quando il volume specifico rimane costante, (d(1/p)=0 ) e la temperatura
- subisce un incremento dT , ¢, da il rapporto tra il calore dQ - TdS assunto

ed il corrispondente incremento di temperatura dT. Quando invece rimane

costante la pressione, per la (10"), osservando che per un gas perfeito é:

H-w+plp=-c, T+RT-(c,+R)T

si ha:

TdS = (¢, +R) dT

e quindi Cp= Gt R da i calore specifico a pressfone costanle in quanto € il

rapporto tra il calore assorbito a pressione costante dalla unita di massa ed
il corrispondente incremento di temperatura dT:

—Q'Q [ tante;
C,=g4r @Volume costante;

dQ .
¢, =4 @ pressione costante.

Dall'equazione di stato (9), eliminando la temperatura assoluta T tramite

['equazione termodinamica (10) si trae, a seconda della natura del fluido e
delle particolari condizioni termodinamiche in cui €sso si trova, una
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relazione, in termini finiti o differenziali , tra la pressione e la densita.
Questa costituisce la cercata equazione complemeniare.

Per un liquido in condizioni isoterme dalla (9) si trae direttamente
I'equazione complementare:

p = cost.

Spesso si suppone che questo si verifichi anche in condizioni non
isoterme, ogniqualvolta si pensa di poter trascurare le piccole variazioni di
densita di un liquido al variare della temperatura assoluta T.

Per un vapore in condizioni isoterme , sempre dalla (9) si trae
{'equazione complementare:

p = cost.
Per un gas perfetto, in condizioni isoterme, {'equazione complementare ¢é:
p/p = cost.
che traduce la nota legge di Boyle: in un gas perferio in condizion: isoterme
1l prodotio fra /a pressione p ed if volume specifico V = 1/p € costante.

Per un gas perfetto in condizioni adiabatiche , in cui cioé non ci sia
trasmissione di calore tra particelle contigue, per ricavare l'equazione
complementare si debbono utilizzare sia fa (9) che la (10) che, nel caso,
hanno la forma:

p=-RpT;
c, dT «pd(1/p)=0

poiche dw = ¢, dT. Infatti {a ipotesi di adiabaticita richiede che sia:

dQ=TdS =0,

ossia che l'entropia S di ogni particella si mantenga costante durante il
moto. Si ricava:

1
dT = R d(p/p)
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e quindi:

CV

Ed(p/p)+pd(l/p)=0,
da cui:

1 1 1

c. —dp+c,pdi—|[+Rpd—|=0

vp PSP (o] P {p)
ossia:

1 1
c‘,p dp + cppd(p)=0.

Introdotto il numero y= cp/cv si ottiene:

1 1
~dp-y—dp=0
pdp Yp p

e quindi:

§AN
d (log p,] -0,

Questa € l'equazione complementare per un gas perfetto in condizioni
adiabatiche. Se poi si aggiunge ['ipotesi che l'entropia, che si conserva per
ogni particella, sia eguale per tutte le particelle ( condizioni isoentropiche )
si deduce [a relazione in termini finiti:

Per avere una idea degli ordini di grandezza delle caratteristiche
dell'aria, scriviamo i valori approssimati della pressione p, della densita pe
del coefficiente di viscosita p in condizioni normali ( a livello del mare ed a
zero gradi):

p-103newton m%p-13Kgm 3 p-175 107Kg m fsec!.

====ma= EmsmEEmsms==a====
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In conclusione il sistema delle equazioni indefinite del moto di un fluido

e
o '12‘ gradv? « (rotv)xv} F - gradp + % p grad div v + pAv
3p
d ; - 2
= divipv) - 0 (12)
f(p. p) = 0

dove F & la forza di massa, generalmente assegnata, agente sull'unita di

volume. Esso pud anche scriversi in forma pil compatta, introducendo

0 3 9
l'operatore V=i, —7+i,~Z+i, 3
& lax!  "%x?  3ax3

av

PREAGLR (v><v)xv}= F-Vp+jp V(V-V) + pav

op
& + V.(pv) = (12)

f(p, p) = 0

Il sistema (12) & costituito da cinque equazioni scalari nelle cinque
incognite v, v,, V5 p € p. Esse valgono in qualunque istante ed in
qualunque punto interno al campo del moto ed affinche si possano
determinare ovunque ed in ogni istante l'atto di moto, la densita e la
pressione, ad esse debbono associarsi le condizion/ fniziali e le condizions al
contorno ( condizionr & fimiti) Si deve cioé assegnare l'atto di moto iniziale
insieme con il campo delle pressioni ( o di densita ) allo stesso istante
iniziale. Per assegnare poi le condizioni al contorno della regione occupata
dal fluido si deve tener presente:

a) che ci deve essere completa adesione del fluido alle pareti che delimitano
il campo di moto e percio {a velocita v del fluido in un generico punto della
parete deve coincidere con quella generalmente assegnata della parete in
quel punto;

b) che su ogni "pelo liverd', superficie di separazione di fluidi differenti,
devono essere eguali le componenti normali delle velocita nei due fluidi
( ad esempio, acqua ed aria ) e vi deve essere raccordo di sforzi.

I sistema di equazioni (12) € un sistema di equazioni differenziali alle
derivate parziali del 2° ordine non lineari e la sua integrazione € in
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generale molto ardua. Nel seguito, allo scopo di rendere questo sistema di
equazioni piU accessibile dal punto di vista matematico, verranno fatte
ipotesi semplificative suggerite sia dalla natura del fluido, sia dai caratteri
cinematici del moto.

A questo scopo & opportuno scrivere le equazioni del sistema (12) in
forma adimensionale, per poter indagare sull'ordine di grandezza dei singoli
termini che in esse figurano.

§5
Equazioni adimensionali.

In Aerodinamica € spesso conveniente assumere come grandezze
fondamentali lunghezza, velocita e densitd materiale e considerare tutte fe
altre grandezze come derivate da queste. Le dimensioni delle grandezze che
interessano sono pertanto, in base alle loro definizioni, le seguenti:

[ -] [a] - [11v?]
[v] - [v] [o] - [ov?]
[o] - [o] [F] - [1-tpv2]

[-le v ] - [Lov]

Osservato che i termini di (12}) dimensionalmente sono uguali a [L"szl,
detta |; una lunghezza caratteristica del campo, p, una densita caratteristica

e V, una velocita caratteristica ( ad esempio la velocita asintotica della
2

PgVe
Ly
quantita adimensionali e percio indipendenti dalle unita del sistema d:
misura scelto. Cotrassegnando con * le quantitd adimensionali:

corrente), se si dividono tutti i suoi termini per si ottengono da essi

x V x p it Xi ‘[VO
V=T e T U=
0 Po 0 0
P b
- PPm
PVyo PoVo

ed osservato che:
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at* voat’ axi* Oaxl
per cui:
X _ x_12
V=1V, AT=1A,

al sistema (12) si associa l'altro in termini adimensionali:

v’ 1
px[ +% V:(vx2)+(vxxvt}xvx:l= Ft_vsz+ — G}_ pvt(vx,vx) o A‘V{I

at* R,
T WV p*v*) = 0 (12)
f(p*, p*) = 0

avendo operato in maniera analoga nelle (12;) e (12;;). If numero puro
R, introdotto nella prima delle (121) é il cosidetto numero di Reynolds che

risulta cosi definito:

LgPg¥g

RO

§6.
Equazioni ridotte.

L'equazione di Navier-Poisson scritta in forma adimensionale si
semplifica notevolmente quando alcuni suoi termini sono trascurabili
rispetto agli altri. '

Se ad esempio il numero di Reynolds ¢ grandissimo, nelle regioni del

dominio in cui il fattore tra parentesi che moltiplica T si mantiene finito,
e

si pud trascurare l'ultimo termine che compare nella (12'[) e con cio
l'equazione stessa diviene del primo ordine come la (lZ'H) . In tal modo si

viene a prescindere dalla viscosita del fluido ed il quadro delle equazioni
indefinite, ripristinato in forma dimensionale, diviene:
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32 v(ve) + (Wxv)xv|= F - Vp
L) _
3 Y (pv) = 0 (13)
f(p. p) = 0

Queste sono le equazioni indefinite per i cosidetti Surds perfetts

Nel caso invece di moir fenti per i quali nella (12‘1) sono trascurabili i

termini V*(v*2) e (V*xv*)xv* perche quadratici in v* e nelle derivate di v*,
si hanno fe equazions dr Stokes.

A A R R
Pt ~ pr3zi V) + pAv

% -
s v-(pv) = 0 (14)
fip. p) = 0

Le equazioni ridotte di Lamb, che si hanno quando nella (12']) si trascura

il termine (V*xv*)xv* mantenendo invece V*(v*2) , sono valide pertanto per
quei moti in cui il vettore rot v € ovunque parallelo al vettore v stesso.

Come semplice applicazione delle equazioni (12) , esaminiamo wz moto
laminare trattando il caso del moto stazionario di un fluido reale
incomprimibile non soggetto a forze di massa che si- muova con velocita
parallela all'asse x!. Indicata semplicemente con v l'unica componente non
nulia della velocita e dette ora x, y e z le tre coordinate cartesiane, le
equazioni del sistema (12) diventano:

~

v p 1 av v v v
v __ % flov gV oV 9V
PV ax a " H 3 a2 T o2 +ay2+ az2
p p v
0--=+5—
J y 3 axay
p p v
0--=+5—
3z 3 9xdz
W
TR p = cost.
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da cui:

e quindi:

+

v %) dp
“[ ay? azz] T dx
con v = v{y, z) e p - p(x).
Poiché if primo membro della ultima equazione scritta non dipende da x
ed il secondo membro invece non dipende day e z deve essere, indicata con
k una costante positiva:

d

d—s-oost.-—k = p--kx+p,
v vk

e T == k=20
ayr 9z

dove si & premesso il segno - alla costante k supponendo che la pressione,
se non € costante dappertutto, abbia # monte un valore pg maggiore che #
valle.

Se ad esempio consideriamo il moto laminare stazionario fra due prazt/
paralleli infinitamente estesi, {'uno /fisso di equazione y = 0 e [altro, di
equazione y = h, mobife con velocita V parallela all'asse x (caso di Couette),
supponendo che non vi sia gradiente di pressione (k = 0) e che il moto del
fluido sia dovuto solo al trascinamento provocato dal moto del piatto
superiore, per ragioni di simmetria é: v = v(y) per cui:

Aty 0 A
— =0 = v-ay+b.
ay2 Y

Per l'aderenza del fluido alle pareti deve aversi (condizioni al contorno):

pery=0 v =0, pery=h v=VY
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e quindi:

Se invece entrambi i piatti sono f7ss/ (V = 0) ma € presente un gradiente
di pressione -k (caso di Poiseuille) si ha:

a_zz__.li = v _i(_ 2*3}’"[}
y: B TR ’

Dovendo essere, per la completa adesione del fluido ai piatti, v = O sia per
y =0 che per vy = h, si ricava per le costanti di integrazione a e b:

b =0, a-i,

€ quindi:

V=;—“(hv - y2):

12 velocitd varia dunque ira i due platir con fegge quadratica,

Se il moto del fluido, dovuto ad un gradiente di pressione, si pensa entro
un cilindro circolare di raggio a con asse parallelo all'asse delle x, passando
a coordinate cilindriche r, 8 ed x e notando che la velocita lungo il tubo
dipendera soltanto da r, I'equazione di Navier diventa:

e qundi:

v(r)=Alogr+B—ZkIIr2.

Poiché per r =0 deve essere v(r) finito e per r = a deve aversi v = 0, per
le due costanti di integrazione A e B siricavano i due valort:
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per cui:

K 2 2
= —(a*-r‘).
v 4 ( )
La velocita ¢ dunque massima sull'asse e decresce con legge quadratica con
la distanza dall'asse, [ino ad annullarsi sulla parete del tubo.
E' interessante valutare il flusso nel tubo precedente:

a
(k2 2 _ kma®
$= &[v do—J4u(a r4)-2nrdr = 8
0

Da questa formula, quando si conoscano il flusso & , il gradiente di
pressione -k ed il raggio a del tubo, si puo ricavare il coefficiente p di
viscosita: # tubo € cosr vtilizzato come viscosimelro.

Corrente di Stokes che investe una sfera.

Un esempio significativo di soluzione delle equazioni di Stokes der mot/
fenti per F = 0, si ha considerando la corrente stazionaria lenta di un fluido
incomprimibile che investe una sfera.

Le equazioni di Stokes indefinite sono:

pAv = grad p
divv=20
p = cost.

Se ¢ ¢ la velocita asintotica della corrente diretta come [asse delfe x che
investe una sfera di raggio a e centro nell'origine, si soddisfa alle equazioni
scritte prendendo:

V‘EE.Z__IX'Z c1_3_a~_a_3_
I 43 |2 4r 4¢3
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P X

dove r - \Vx? + y? + 22 ¢ la distanza del generico punto P del campo dal
centro O della sfera e Py rappresenta la pressione asintotica della corrente.

Come si pué rilevare, perr = 0 é:

Vi=Vy=V;=0

conformemente al fatto che il fluido aderisce completamente alla sfera. Per
r =

v, =c,v2=v3=0.
Come si pué constatare, e come & prevedibile, la corrente di Stokes che
investe la sfera possiede simmetria cilidrica rispetto all'asse delle x.

§7.
Fluidi perfetti.

Con questa denominazione si denotano quei fluidi ideali per i quali il
coefficiente di viscosita p & nullo, ossia quei fluidi per i quali non sono
presenti tutti quegli effetti che, anche se talvolta trascurabili, si
manifestano sempre nel moto dei fluidi reali e che sono da attribuire alla
presenza della viscosita.

Innanzitutto lo sforzo specifico P(p) relativo alla giacitura ortogonale alla

direzione n &, nei fluidi perfetti, diretto come n anche in condizioni di moto
per cui si puo scrivere sempre:

P(n)-P0

dove lo scalare p, che ha la natura di pressione nel punto P, dipende

generalmente oltre che dal posto e dal tempo, anche dalla velocita del
fluido.
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Si puo utilizzare il modello dei fluidi perfetti ogniqualvolta il numero di
Reynolds:

LoPg¥y
e p

¢ molto grande ed in quelle regioni del campo in cui il termine che
nell'equazione di Navier in forma adimensionale ne moltiplica l'inverso si
mantiene finito.

Pertanto le equazioni indefinite che reggono il moto dei fluidi perfetti
sono:

v
i % gradv? + (rotv)xv]= F - grad p

ap .
ot " div( pv) = 0
f(p, p) = 0

Esse sono cinque equazioni differenziali alle derivate parziali del 1° ordine
nelle cinque funzioni incognite v, v, V;.pep ed ad esse vanno associate
le condizioni ai limiti.

Le condizioni iniziali consistono nell'assegnare all'istante t = 0 {'atto di
moto ed il campo delle pressioni e densita.

Le condizioni al contorno sono ora meno severe di quelle di cui si deve
tener conto per i fluidi viscosi, in quanto ora le equazioni indefinite
contengono soltanto derivate del 1° ordine. Bisogna ora rinunciare
all'adesione completa del fluido alle pareti e pretendere soltanto [a
incompenetrabilita fra fluido e pareti di contorno, grazie alla quale ii fluido
non puo che lambire le pareti.

§8.
Teorema di Bernoulli.

Come corollario alle equazioni indefinite vogliamo ora dedurre il feorema
& Bernoulli valido nel moro stazionarfo di un fuido perferto soggelio a
forze di massa ( per unstd di massa) conservative e quindi dipendents da
una funzione potenziale U

La prima delle equazioni indefinite diventa:
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1 1
Egradvh (rot v)xv =grad U ~ggrad D.

Moltiplicando ambo i membri di questa eguaglianza per lo spostamento
elementare dP - v dt lungo una generica linea di corrente si ha:

1 1
Egrad v2. dP+ (rotv) xv- dP =grad U - dP - 'p‘grad p - dP
ossia:

| A B
d(Zv)_dU dh

dove si € tenuto conto che dP ¢é parallelo a v, per cui (rot v) xv- dP=0e
dove si € introdotta la funzione integrale:

b= j do
p
con p = p(P) in virtd dell'equazione complementare.
Si deduce il feorema dif Pernoulli che afferma:

lungo agaf linea di corrente deve aversy.
1

d(g vi-U+ n)=0
OSSIA.
%VZ-U+h=COSt.

Ad esempio nel caso di un liquido soggetto al proprio peso per cui, detta
z la quota, U = -gz (g = accelerazione di gravita), si ha su ogni linea di
corrente:
1 p
- 2 + T o
JVireL+ A cost.

Si puo anche scrivere:
2

v p
ST +Z+ _=cost:
Zg P8
lungo ogn/ linea di corrente é costante la somma dif lre altezze: [altezza

Y 4 . . .
cnetrca }; , 1@ quota geomelrica z e [ altezza prezomelrica _g;’ .

L'opera di Antonio Melis - Ristampa anastatica della produzione 1955-1999 [295]



64

Nel caso di un gas perfetto in condizions 1soterme é:
p-kp
per cui:

In condizions fsoenropiche, invece:

p=kp?
per cui:
i i oy-1
d - d M
h ﬁf g B ?lk’p’
pV

Una generalizzazione del teorema di Bernoulli si puo ottenere per i mot/
non stazionar! frrotazionali di un fluido perfetto soggetto a forze di massa
conservative.

Infatti, essendo rot v = O per ipotesi, si pud introdurre il potenziale di
velocita g, tale che: v - grad ¢.

La prima delle equazioni indefinite porge:

d 1
g(grad 9)+ 5 grad vZ-grad U-grad h

d . 1
con h - [ Fp,percm gradh-;gradp.

Si ottiene:
99

grad | «

i
= 'z‘v2 - U + hy=cost.
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da cui:

. 1.2y,
w2V urh-C

con C che non dipende dal posto, ma al piu dal tempo.

[n particolare, se il moto, oltre che irrotazionale, é pure stazionario:

v2-U+h - cost .

BN |

Questa relazione afferma la costanza de! trinomio /i rutto i campo del
molo € non soltanto su di una linea di corrente, come invece si verificava
nel teorema di Bernoulli originario.

Ci¢ avviene, come abbiamo visto, nei moti irrotazionali. Circostanza
analoga si verifica anche nei moti stazionari o7 Beftram/ dove & ovunque
rot v xv = 0 in quanto, per tali moti, rot v é parallelo a v.

§9.
uleriane.

Fra i vari moti dei fluidi perfetti rivestono particolare importanza le
correnly trasfatorie euleriane che imvestono un ostacolo. Si tratta di mot/
stazionar! irrotazionali di fluidy perfetti incomprimibili soggetti a forze df
massa df Lipo conservativo.

Essendo:

divv =0
rotv=20

esiste un potenziale di velocita ¢ funzione armonica in tutto il campo del
moto:

Ap=0.

In una corrente traslatoria euleriana si suppone, oltreché la regofarsta
del moto, che il potenziale ¢ ad essa associato differisca, da quello di una
corrente traslatoria uniforme, per una funzione ¢* regolare con tutte le sue
derivate.
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Se ¢ & la velocita della corrente traslatoria uniforme, ad esempio
parallela all'asse delle x, che investe l'ostacolo, deve essere:

g=CXx +¢*
e poiche:
Ab*=A¢-Alcx)=0

9+ ¢ una funzione armonica in tutta la regione occupata dal fluido . Essa
deve annullarsi all'infinito perché ivi il potenziale ¢ deve identificarsi con cx

de

€ poiché sul contorno ¢ dell'ostacolo deve essere dn - 0 si dovra imporre:

dg dx
dn - Cdn suo.

. . . . . cdx
Se il contorno o dell'ostacolo € assegnato, su di esso € dato il valore di an

e pertanto per conoscere il moto si deve risolvere un problema esterno di
Neumann per la funzione armonica ¢*, nulla all'infinito e con derivata
normale assegnata su o.

Noto il potenziale cinetico ¢, si ricavera immediatamente la pressione p
utilizzando il teorema di Bernoulli generalizzato:

1
Evr?wR - U = cost.
P

Si noti quindi come, in una corrente euleriana, velocita e pressione sono
determinati iz tuiti f punts def campo dai seguenti dati: forma e dimensioni
dell ostacolo investito dalla corrente, velocita e pressione asintotiche.

Esempio.
Si voglia determinare la corrente euleriana che investe una sfera di

raggio a e centro nell'origine del sistema di riferimento, con velocita
asintotica c¢ parallela all'asse delle x.
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E' intuitivo che
— tale corrente dovra
possedere simme=
tria cilindrica ri=
spetto all'asse x, per
cui il potenziale di
velocita dovra di=
pendere soltanto
dalla distanza r dal=
la origine del punto
P potenziato e dalla
sua coordinata x o, che & lo stesso, da r e dalla colatitudine 6.
Sappiamo che 1/r ¢ la funzione armonica elementare a simmetria sferica

e che anche le sue derivate sono funzioni armoniche, per cui sara armonica
ia funzione: ‘

91y 1o x
ax(r]p :

Si puo allora pensare di soddisfare tutte le condizioni richieste per 9* con
una funzione armonica del tipo:

Kx k
e = = COos0
? 3 2

con la costante k per ora arbitraria.

Tale funzione ¢ regolare in tutto il campo del moto ( r » a) e si annulla
all'infinito.
La sua derivata normale, sulla superficie della sfera, é:

do7y _(de™ k k
(dn)oz(dr)rsa=(—2 3 cos 6 )r=a=-2 ascose.

Tenuto conto che 1 & uguale a r cos 8 per cui:

“<laa e

la condizione al contorno su.¢ impone:

dx’ ) 0
dfra CCos 0,

L'opera di Antonio Melis - Ristampa anastatica della produzione 1955-1999 [299]



68

k C
X _<.3
233 =C = K—Za .
Pertanto:
3 3
c a ca
e X =5 C0s0.
LRI !

11 potenziale cinetico della corrente euleriana che investe la sfera é:

3 3
q1=cx(1 + Za 3)Ecr(l + za 3]cosf).
r r

Le componenti longitudinale e radiale della velocita sono:

v S c il + ’ +CX |- 3a I|=c¢ 1+—a3 _____3ca3x2
X% 21 2 2 rd 203

ﬂ 3 33
vr=ar=ccose(1+ 3 +crcose-2r4 =
3 3 a3
=ccos@ |l - =7cos0
( *2r3) 2 3

Mentre v_ ¢, qualunque sia 8, uguale a zero per r - a ( il fluido lambisce
la superficie dell'ostacolo sferico), la v, si annulla nei punti di prora e di
poppa A= (r-a, x=-a) € B=(r-a, x-a) soltanto: essi sono pertanto due punt/ di
ristagnonel moto del fluido.

§ 10.
Corrente traslatoria euleriana piana.

Abbiamo gia visto in Cinematica che una corrente traslatoria armonica (e
quindi euleriana) di velocita asintotica c parallela all'asse 1 che investe un
ostacolo circolare di raggio a e centro nell'origine € rappresentata dal
potenziale complesso:

2

e
( ' a
f&z)=c1\ z+ z

con velocita complessa:
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2
w(z) = g‘rrc(l - %]

Se z = z{f) < { = t@z & la trasformazione conforme che fa
corrispondere alla regione del piano delle z, esterna al cerchio di raggio
unitario, la regione del piano della variabile complessa { esterna alla curva
Y. € che fa corrispondere i punti all'infinito dei due piani, alla corrente
euleriana che investe l'ostacolo delimitato da y sara associato il potenziale
complesso:

f(z)-c[ z(t) + E(l{)]

con velocita complessa:

ﬂﬁl:c{l ) _l_}
dt 4]

-I1 valore asintotico della velocitd complessa sara:

limgf‘(g-c%
{—e df dg’

Tramite il potenziale complesso si puo determinare cosi il campo di
velocita. La soluzione sara completata determinando il campo di pressione
con l'ausilio del teorema di Bernoulli.

Osservazioni.

I) Si pud mostrare ( noi omettiamo la dimostrazione), per quanto
riguarda il comportamento all'infinito delle correnti euleriane, che neflfo
spazioil valore della velocita si riduce all'infinito a ¢ a meno di termini che
si annullano almeno come 1/r3 , mentre nef prano la velocita tende a ¢ a
meno di termini che si annullano all'infinito come 1/r2. Ossia ¢* si annulla
all'infinito almeno come 1/r% 0 1/r, rispettivamente nello spazio o nel piano.

IT) Se si confrontano i risultati teorici sulle correnti traslatorie euleriane
con i dati forniti da esperienze fatte facendo investire un ostacolo da una

L'opera di Antonio Melis - Ristampa anastatica della produzione 1955-1999 [301]



70

corrente stazionaria di un gas reale, si constata che mentre i dati
sperimentali , a monte dell'ostacolo, coincidono con i risultati teorici, a valle
defl'ostacolo compare invece una scia vorticosa di cui nella soluzione teorica
non vi € traccia. L'esperienza poi mostira che sul contorno il fluido aderisce
completamente ali'ostacolo, mentre nella soluzione teorica la velocita non €
nuila se non in due punti, la prora e la poppa.

§11.

Vortici.

Sia v la velocita del fluido in un punto P e rot v = 2@ il vettore che
rappresenta il doppio della velocita angolare dell'elemento fluido
individuato da P. Poiché div rot v = 0, @ definisce un campo vettoriale
solenoidale, percio divisibile in tubi di flusso, detti Zuwb/ vorticosi Tali tubi o
si richiudono su sé stessi a mo di anello ovvero si estendono sino ai limiti
del campo.

‘ Se o € una generica sezione di un
tubo vorticoso, il flusso ] di 2@

_[rotv~ndo. non dipende dalla
a

sezione considerata ma ¢é un
carattere tipico del:tubo vorticoso,
di cui da /intensita.

o

Per il teorema di Stokes si ha:

j- Irotvvndc = Iv~dP -T:
T A

[ intensita di un tubo vorticoso eguaglia la circolazione I del vetiore v fungo

una guafungue linea Ache sf avvolge una sola volta sulla superficie def tubo
stesso

Consideriamo ora un tubo vorticoso esternamente al quale il moto sia
ircotazionale. Cid vuol dire che, mentre all'interno del tubo le particelle
fluide si muovono traslando e ruotando, oltreché deformandosi, all'esterno
di esso trasfano e si deformano senza ruotare, circolando attorno al tubo.
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Di quest'ultima affermazione ci
si pud convincere mostrando che
non ¢ nulla la circolazione I} di v
lungo una linea L che abbraccia il
tubo una sola volta . Se infatti ¥ €
una qualunque superficie con
bordo L, €:

I, = J. v-dP = I rotv-ndz = I rotv-ndo
L £ g
dove o ¢ la parte di ¥ appartenente al tubo vorticoso.
Essendo :

f rotv-ndo= ] =0,
[+]
risulta appunto I} = 0, che mostra inoltre che la circolazione € la medesima
qualunque sia la linea L considerata.
Il tubo vorticoso ora definito si dice che costituisce uz vartice e la
quantitd ] si chiama /nzenss/ta del vortice.
Nei moti piani i vortici sono sempre aperti e sono delimitati da superfici
cilindriche con generatrici perpendicolari al piano direttore de{ moto.
Sul piano direttore assunto come
x* piano coordinato (0, x!, x¥) , un
vortice pud rappresentarsi con la sua

sola sezione, entro cui non € nullo la
scalare Vorr © Vi che da la

componente di rot v lungo l'asse 33

Esternamente alla sezione tale
scalare ¢ nullo.

Si parla di filetto vorticoso su di
una linea A quando la sezione
trasversale ¢ del tubo vorticose &
estremamente piccola e le sue
generatrici si identificano pressoche
con la linea A.

Se la intensita | del filetto vorticoso
¢ finita, essendo:
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J= J rotv - ndo = 2 0§,
€
si deduce che gli elementi fluidi lungo A posseggono velocita angolari

estremamente grandi, per cui A rappresenta una linea di singolarita nel
campo del moto del fluido.

Un tipico esempio di filetto vorticoso € quello rettilineo, gia considerato
in Cinematica, diretto secondo l'asse delle z di un sistema di riferimento
cartesiano. Esso genera un moto irrotazionale piano con una singolaria
puntiforme nell'origine O.

Detta z l'affissa x + i y di un generico punto def piano (0, x, y) direttore
del moto, il potenziale complesso f(z) associato a tale vortice puntiforme é:

f(z) - EL

ni log z

e la velocita complessa w = v, +i i €

df
wiz) -E-E,‘[Li;

Le linee di flusso sono circonferenze concentriche di centro O ed il
modulo della velocita tutta trasversa, che vale ]/2ar, & inversamente
proporzionale al raggio r. L'intensita J del vortice eguaglia la circolazione
lungo una qualunque linea chiusa che racchiuda nel suo interno la
singolarita posta in O.

Un importante esempio di vortice finito & costituito dal vortrce ciindrico
cireolare, nel quale il moto é rotazionale entro un cilindro circolare di raggio
a, dove ¢ v = @ x (P-0), ed irrotazionale esternamente ad esso dove la

2

- wa L .
velocita v, tutta trasversa, ha modulo v = v Il moto e piano ed il suo

piano direttore € perpendicolare all'asse z del cilindro. Esternamente al
vortice la velocita, posto | = 2nwa’ | ha la stessa espressione che nel vortice
puntiforme: pertanto il campo cinetico € armonico e quindi, come affermato,
irrotazionale.
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§12. £
Campo cinetico provocato da un vortice.

Si consideri un vortice in un fluido
perfetto infinitamente esteso.

In un generico punto Q@ della
regione 1 occupata dal vortice ghi
elementi fluidi posseggono una
velocita angolare @Q) non nulla,
mentre esternamente a1 € @=0.

Sia P un generico punto del campo, interno od esterno al vortice. Sia v(P)
la velocita del fluido in P ed R(PQ) la distanza di P da Q. Se il fluido &
incomprimibile, o non manifesta la propria comprimibilita, ¢ ovunque div v
= 0 e quindi esite un potenziale vettore w tale che:

v-rotw.

Si & gia visto in Cinematica che ¢ sempre possibile scegliere w in
maniera tale che la sua divergenza sia nulla:

divw=0.
Sara, in T
rotrotw=2@
e poiché vale l'identitd vettoriale:
rot rot w = grad divw - AW
nel nostro caso é:
Aw = - 2@ .

Questa equazione di Poisson per il potenziale vettore ha la soluzione:
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1 { 200Q)
W(P)=4n) R(PO)
.

dt + a(P)

con a(P) vettore armonico.
Di qui, a meno del rotore di un vettore a(P) armonico, otteniamo:

2a(Q)
PR(PQ)

v(P) - rot,w - dt -

1 1
= Zt; [ (gradp WJ X 2@ di-=
T

1 ( (Q-P)x 2a
4n f R3(PQ)

1

La velocita v(P) si mantiene finita sia esternamente che internamente a t

e, se lo spazio € illimitato, si annulla all'infinito come Ei .
It campo cinetico &€ armonico esternamente a 1 ed il potenziale cinetico ad
ess0 associato si mantiene finito anche all'infinito.

Si abbia in particolare un filetto vorticoso di intensita finita J. Se A ¢ la
curva che lo rappresenta e se ¢ € la sua sezione trasversale infinitesima, tale
che 2we = J, detto t il versore della tangente a A nel punto Q, per cui:

dit = d@
si ha:

20dt = 2medi t = JdQ .
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I campo delle velocita generato dal filetto vorticoso si potra allora
esprimere COSi:

v(P) - L j QP 40
4n ) R3(PQ)
1
§ 13,

Campo cinetico piano provocato da vortici puntiformi.

Abbiamo gia osservato che in un moto piano un vortice puntiforme si
pud ritenere come la traccia sul piano direttore del moto di un filetto
vorticoso rettilineo ortogonale al piano.

Se il piano direttore & il piano Oxy, al vortice puntiforme di intensita ]
posto nell'origine si pu¢ associare il potenziale complesso:

f(2) - 5 log 2
e la velocita complessa:
() - i
Posto:
z-rei
si ha:

_\L H _J_ - _J_
{ = r+ ] = e

La funzione di corrente y attraverso la quale si possono esprimere le
componenti della velocita nel punto P nel modo seguente:

L N o)

rou ay’ YTV T

e allora:
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wywz‘Llogr, con r=\ x% + y?.

n

Analogamente la funzione di corrente relativa ad un vortice puntiforme
posto nel punto Q= (x,,y,) &

y(P) = - Eilog r(QP)

con r(QP)-\/ (x - x‘)2 + {y - yl)z‘

Per n vortici localizzati nei punti Q.= ( %, y,) {(k=1,2, ..n)é

n
1
¥z, y)=—-‘2“£z J log r,
k=1

con rt=\/ @ -x)?+ (y - )%

Chiaramente ogni vortice, trovandosi nel campo di moto, sard pur esso
provvisto di una velocita /zdolta, dovuta alla presenza degli altri vortici.

Se ad esempio si vuole trovare la velocita del vortice posto in Q, = ( X,
Yl) , la funzione di corrente che per esso interessa é:

n
1
k=2

conr1k=\/ (x, - xk)2 + Ay, - yk)z (k=2 3, ..n).

Le componenti della velocita del vortice saranno:

e : Al
Ny T T e,

Introduciamo ora la funzione:
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n
= . ]
Hx,.y. 2 y,X, 7,0 = T on Z Jp Jg log ryy =
hk=1

1
"2_,1(3132 logr ,+J,J; log 5 + .+ J ] log rm) + ..

1
i E,;(sza log o3+ JoJg l0g rpq + v )y log 1, n)

con rhk=\/ (x, - %)% « (y, - v)%.

Separando in H i termini che contengono le coordinate x, ed y, puo
scriversi:

Ji
H=-£(Jz log ryy + J; log ryy + .+ ] log rlu)+Kx=

=)y K,

ed in K, non figurano le coordinate X edy,.

Si ricava:
H K
Y5 7y,
per cui si puo scrivere:
oH oH
X, =T Vy=-T-
by, b )pex,
Posto ora:
I =q
J! yl = pl
otteniamo:
oH ] oH

qi p1=‘m

=ap1 ] aql .

Ripetendo lo stesso ragionamento per i = 2, 3, ... n in generale si potra
scrivere:
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oH ) oH

qi=a—6i‘, Df‘aqi'

Queste sono le cosidette eguazions di Kirchhoff che reggono il moto degli

n vortici puntiformi. Esse sono del tutto analoghe alle equazioni canoniche

di Hamilton valide durante il moto di un sistema meccanico conservativo ad
n gradi di liberta, le cui variabili canoniche siano:

9 = X pi= iy

e la cui funzione Hamiltoniana sia data da:

n
1
H= o Z Iy Jg log oty
hk=1

Risolvere le equazioni di Kirchhoff significa poter conoscere in ogni
istante la ubicazione dei vortici e quindi avere la possibilita di trovare, in
ogni istante, il campo di moto da essi provocato.

§14.

11 teorema di Thomson.

Si consideri il moto regolare di un fluido perfetto sotto l'azione di forze di
massa conservative.

La equazione di Eulero é:

dv
i grad (U - h)

d
conh=J—p.
p

Sia A una linea chiusa nel campo del moto costituita da particelle fluide.
Per via del movimento delle particelle tale linea si muovera col fluido,
deformandosi. Vale il seguente rfeorema dr 7homson:

nel moto regolare di un {urdo perferto sorto [3zione di forze dif massa
conservatve /a crcolazione I’ fungo una qualungque linea chivsa costiiuia
sempre dalle medesime particelle non cambra col tempo.

Infatti, per definizione, la circolazione fungo una tale linea ¢ data da:
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r= .[ v-dP.
A

La sua derivata sostanziale é:

ar ng_ — j il

dt di’ dt
A X
Ma:
v
a~dp-grad (U-h)-dP=d(U-h)
Inoltre:
d(dP) i 2P - AP
dt " athe At
. Q@ -P)-(Q-P)
- 4o At -
L Q-Q-(® -P)
- 45, Al }
=v(Q) - v(P} = dv
per cui:
d(dP) 2
AArTI -d -d(—v]
Quindi:

Essendo nulla la derivata sostanziale , la circolazione T lungo la linea A
costituita sempre dalle medesime particelle non cambia col tempo
(ovviamente dove il moto & regolare).
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Quale corollario al teorema di Thomson ricaviamo il leorema di Lagrange
nel morto regolare di un fluido perfetio sotto [azione di forze di massa
conservalve non possone formarssi vortict.

Infatti, se in un istante & T = 0 lungo qualunque linea chiusa, tale rimane,
per il teorema di Thomson, negli istanti successivi, per cui, per il teorema di

Stokes, & I rot v-n do = 0 in qualunque istante ed attraverso qualunque
g

superficie o. Cio vuol dire che ovunque, in qualunque istante, & rot v = 0.
Quindi se in un istante, per una certa parte di fluido, & rot v =0, sara
sempre per quella parte rot v = 0. Ci¢ prova il teorema di Lagrange.

In particolare, se il moto del fluido parte dalla qurete, in quella porzione
di fluido dove i/ moto € regolare non si possono formare vortici sorto
[ azione dj forze di massa conservative.

§15.
e i di He suj vortici.

Come diretta conseguenza del teorema di Thomson si deducono i due
seguenti teoremi.

1° teorema di Helmhotz:

7 tubi voriticosi, e quindi 7 vortici, sono formati sempre dalle medesime
particelle.

Infatti, se A & una linea chiusa
tracciata su di un tubo vorticoso in
maniera che non lo avvolga, la
circolazione I' lungo A sara nulla in
virtu del teorema di Stokes, in quanto
il flusso di rot v attraverso la
porzione di tubo di flusso racchiusa
da A € nullo. Per il teorema di Thom=
son se I' e nulla in un istante, tale rimarra in qualunque istante successivo,
ossia le particelle che costituiscono A sono tali che lungo la linea da esse
costituita € T = 0, cioé esse appartengono sempre ad un tubo vorticoso.
Quindi un tubo vorticoso, e cosi pure un vortice, & sempre costituito dalle
stesse particelle.

2° teorema di Helmholtz:

1 un fluido perfetio in moto regofare sorto [azione df forze di massa
conservalve, [ vortici Aanno sempre /3 stessa iiensiti.
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Infatti l'intensita di un vortice eguaglia la circolazione [ungo una linea
chiusa del tubo vorticoso che si avvolga una sola volta attorno al tubo. Per il
primo teorema di Helmholtz le particelle che formano A costituiscono in
ogni altro istante una linea chiusa che sta sempre sulla superficie del tubo e
lo avvolge una sola volta. Per il teorema di Thomson la circolazione I' lungo
siffatta linea é sempre la stessa: neppure varia l'intensita | del vortice, che
é appunto uguale aT.

Dunque i vortici in un fluido perfetto sotto {'azione di forze di massa
conservative non possono né credrss né disiruggersi dove il moto e regolare.
Si noti pero che un vortice puo dividersi in pil vortici o filetti vorticosi, la
somma delle cui intensitad eguaglia la intensitd originaria e viceversa piu
vortici o filetti possono riunirsi in uno solo di intensitd uguale alla somma
delle intensita originarie.

Osservazione.

Tutti i teoremi fin qui ricordati riguardano i fluidi perfetti. Nei fluidi
reali, anche sotto l'azione di forze di massa conservative ed in condizioni di
regolarita del moto, possono formarsi o distruggersi vortici. Essi compaiono
sopratutto in prossimita di pareti rigide, a valle di ostacoli investiti da una
corrente, nel lembo d'uscita di un'ala all'avvio del moto.

Comunque la costanza della circolazione é sensibilmente verificata lungo
linee chiuse formate sempre dalle medesime particelle, come pud rilevarsi
negli anelli di fumo in aria tranquilla. Anche la difficolta di strappare una
particella da un vortice puo verificarsi abbastanza con l'esperienza
pensando ad esempio alla difficolta di un nuotatore di liberarsi da un
vortice che lo ha ghermito.

§ 16.
In un campo di moto piano, oltre ai vortici puntiformi, possono essere

presenti altri tipi di singolarita, quali ad esempio le sorgenti e le doppiette.
Se dislocate nel punto di affissa z; = X, + i ¥, , ad esse si possono associare

rispettivamente i potenziali complessi:

9. o : o9
flz) = o log (z - z;) dacui wiz) 20z - z,)
ed
m . m ‘
f(z) = TOREN dacui wlz)-= -_—Zn(z i 20)2
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Mostriamo come tutte queste singolaritd possono essere utilizzate per
costruire correnti armoniche regolari che investono un ostacolo S delimitato
da una linea A.

Consideriamo dapprima una corrente traslatoria euleriana che investe un
ostacolo. I campo cinetico di questa corrente € armonico e regolare nella
regione o esterna a A e se ¢ ¢ la velocita asintotica della corrente parallela
all'asse delle x, il potenziale cinetico ad essa associato e:

o(x,y) = cx + 9*(x, y)

dove ¢* ¢ una funzione armonica in o che all'infinito si annulla almeno come
1 /r (condizioni asintotiche euleriane per le correnti piane).

Consideriamo la funzione armonica ¢* prolungata anche dentro S. Se ¢
fosse regolare in tutto ¢ + S, essendo nulfa alinfinito sarebbe tale
dappertutto, ossia sarebbe ovunque ¢(x, y) = cx e la presenza dell’'ostacolo
non perturberebbe la corrente traslatoria uniforme. Poiché cio non &, segue
che ¢* , e quindi anche ¢, deve presentare singolarita entro S.

Una correnie euleriana, virtualmente prolungata entro il solido che
investe, presenta dunque, nella regione realmente occupata dal solido, delle
singolarita che diremo singa/arftd virtvali ‘

Operiamo ora inversamente: assegnamo una distribuzione di singolarita
che inducano un moto che si spegne all'infinito e sovrapponiamovi una
corrente traslatoria uniforme. Se il campo cinetico cosi ottenuto ammetie
una linea di flusso A che racchiude tutte le singolarita, esternamente a A si
ha una corrente armonica e regolare che si pud pensare che investa un
ostacolo delimitato dal profilo A . Si possono cosi avere correnti euleriane se
all'infinito sono soddisfette le condizioni asintotiche proprie di tali correnti.
Si possono altresi ottenere correnti non euleriane se tali condizioni
asintotiche non sono verificate.

Proponiamo ora alcuni esempi di correnti armoniche piane ottenute con
questo merodo, detto appunto delle singolaritad virtuali
1°)

Corrente piana non euleriana provocata da una sorgente virtuale di
portata q posta nell'origine, alla quale & sovrapposta una corrente
traslatoria uniforme con velocita ¢ parallela all'asse delle x.

4 ‘o7 =
f(z) = Py log (z) + cz =
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- %(log r+ig)+
+cr(cos 8 +1sin@)
9
w(z) = ot €
La funzione di Stokes é:

Ly, crsi
y(r,e)_2ne Cr sin@ .

d
Consideriamo la linea di flusso e *
A di equazione: X
_9 /
¥r.0)=5 .
| : [ ‘
ossia: x
qn-8 \x\\x
" 2nc sin® \_\_\

Poiché per 6 =n é r - gq/2nc, per 8 -+ n/2 ¢ r-gqg/4c,edé limMr- o0, il
suo andamento € grosso modo quello indicato in figura. Nella prora, di
affissa 2=~ :2_?1—5 , la w, e quindi la velocita, si annulla: ivi si ha per il fluido

un punio di stagnazione

La linea A divide il piano in due regioni: in quella che contiene la sorgente
il campo presenta una singolarita (appunto la sorgente), nell'altra il campo
di velocita & ovunque regolare. Tale campo € quello di una corrente
traslatoria piana che investe un ostacolo delimitato dalla linea A, il cosidetto
semicorpo prano.
2°)

Corrente piana euleriana ottenuta dalla sovrapposizione di una corrente
traslatoria uniforme ad una doppietta virtuale posta nell'origine.

m ) m
f(z) =cz+ e dacui: w(z)=c- "—anz
Posto:
m o
2nc a

le formule precedenti diventano:
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2 2
14 f(z)-c(z+a;) w(z)-t(l 3‘5]

e queste definiscono, esternamente
ad un circonferenza A con centro
nell'origine e raggio a, la corrente
euleriana che investe un profilo
circolare .

37

Corrente non euleriana circolatoria che avvolge una circonferenza con
centro nell'origine e raggio arbitrario, dovuta ad un vortice virtuale di
intensita ] posto nell'origine.

wiz) .

A
f(z) 2 logz, iz

i

Le linee di flusso sono circonferenze ed il potenziale cinetico ¢ = I non €
una funzione uniforme : lungo una qualunque linea chiusa che racchiude
l'origine la circolazione & T = J.
4°)

Corrente non euleriana traslocircolatoria provocata sovrapponendo ad
una corrente traslatoria uniforme il campo di una doppietta virtuale di
momento m e di un vortice virtuale di intensita | entrambi nell'origine.

Si ha:
m ]
f(z)—cz+2nz + 2mlogz
m
UL
e ponendo ch_a‘
2
a T
f(z)—c(z z) + Znilogl

2
a r
wiz)=c|l - 5|+ 5=~
72| 2nmiz
Questa corrente € regolare esternamene al profilo circolare A con centro
nell'origine e raggio a = "\ /—2—’[—6 ha velocita asintotica c e la sua circolazione

I lungo una qualunque linea chiusa che racchiude al suo interno la
circonferenza eguaglia la intensita J del vortice.
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La corrente traslocircolatoria considerata non e euleriana perché il suo
potenziale cinetico non é una funzione uniforme ed il potenziale complesso
f(z) differisce dal potenziale cz della corrente traslatoria per una funzione
che diviene infinita all'infinito.

) 79\ (@

——

‘>>

It punto A di prora ed il punto B di poppa sono i punti del profilo
circolare A ove € w - 0. La velocita complessa w(z) & nulla quando:

72 _ g2

-a“+ z2=0.

2nci

Nei punti del profilo circolare € z = a e® e quindi la velocita si annulla nei
punti di A per cui é: :

H 9 _—r—
s 4nac

Se T < 4nac la prora e la poppa sono due punti distinti, se T = 4nac sono

coincidenti e se I' » 4nac non vi sono punti sul profilo in cui la velocita si
annulla.

5°).

Se infine z = z(¢) < ¢ = {(z) rappresenta la trasformazione conforme che
fa corrispondere alla regione esterna al cerchio di cui al quarto esempio la
regione esterna ad una curva chiusa y del piano delle {, ai punti della
circonferenza i punti di y ed al punto all'infinito del piano delle z quello del

piano delle ¢, alla corrente traslocircolatoria che investe un profilo y si
associano:

f<c)=c(z(t;i Z(f,)) —log lt)
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2
w(ﬁ)-[c(lA a ] r_|dz

22(t) 2miz(t)|] dg

La circolazione relativa a y € uguale a quella attorno al profilo circolare e
{a velocita asintotica é:

lxmlw| c hn{d
e

§17.

Quando un fluido reale lambisce una parete ¢ fissa, nei punti di essa la
velocita delle particelle ¢ nulla, contrariamente a quanto si trova trattando
il fluido come perfetto. E' perd possibile, senza rinunziare allo schema che 2
capo al fluido perfetto, tener conto della circostanza che su o la velocita &
nulla interponendo fra la corrente e la parete dell'ostacolo un esile strato
fluido attraverso il quale la velocita passa bruscamente dal valore zero sulla
parete al valore finito che le compete nella corrente in prossimita di o.

Trattando per semplicita il caso piano, la superficie ¢ viene rappresentata
nel piano direttore da una linea A di discontinuita per la velocita.

Facciamo vedere come a questa
linea di discontinuita si pud pensare
sostituita una distribuzione continua
di vortici di opportuna intensita.
Sostituiamo a A uno straterello di
spessore ¢ infinitesimo attraverso il
quale si verifica il brusco passaggio
dal valore zero al valore V della
velocita.

Orientando come in figura un sistema di assi cartesiani x ed y uscenti da

P, la componente di rot v secondo l'asse z normale al piano del moto
risulta:

vy
oy

(rot v)

v
X £

a meno di termini trascurabili rispetto al termine - . di modulo

infinitamente grande.
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Detto ds l'elemento d'arco su A uscente da P, ¢ds € l'area infinitesima
relativa al punto P di ascissa s. A detta area si puo associare un vortice
puntiforme posto in P di intensita:

dj = (rot v}, eds.

Pertanto il brusco passaggio della velocita dal valore nullo al valore V si
puo ritenere provocato da un vortice puntiforme posto in P di intensita:

d] = - Vds.
Ripetendo questo per ogni punto P di A si puo allora dire che alla linea &

di discontinuita  possibile sostituire una distribuzione continua di vortici
lungo A di densritz

jils) =- V(s).
L'intensita complessiva dei vortici distribuiti su A & allora:

J=- [ V(s) ds-r
A

essendo I' il valore della circolazione attorno al profilo (calcolata in senso

antiorario). v
E' interessante osservare che i
vortici distribuiti su una parete
; rigida immobile si comportano in
~ sostanza come rotelline che rotolano

senza strisciare sulla parete.

Nel punto di contatto con la parete la velocita € nulla, nel punto
diametralmente opposto la velocita vale quelia del fluido; il centro della
rotellina avanza con velocita V/2.

Notiamo infine che il campo cinetico armonico piano indotto dai vortici
distribuiti sul profilo A ha, in un punto di affissa z, potenziale complesso e
velocita complessa:
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I
-5 | ves) togla - wfas.
1 V(s) ds
w2 = 25 J Us) - 2
A

t{s) & l'affissa del generico punto di &
di ascissa curvilinea s e V(s) é la componente tangenziale della velocita in
tale punto. In sostanza ci¢ traduce il fatto:

m un campo cuetico armonico regolare [a velocita n un punto def
campo é guella provecala da une strato di vortici distribuitr af contorno con
densiti df intensita opposta alla componente della velocita langenziale af
contorno stesso.

§18.

Consideriamo una corrente irrotazionale piana che investe un profilo di
contorno A lungo il quale si pud pensare che ci sia una distribuzione
continua di vortici. Supponiamo inoltre che in seno alla corrente possano
essere presenti vortici puntiformi. Sappiamo che, per il teorema di Stokes, €
nulla la somma algebrica delle circolazioni lungo una linea chiusa che
avvolge tutti i vortici distribuiti su A, lungo le linee chiuse w che
racchiudono i vortici puntiformi e lungo una circonferenza Q con centro al
finito e raggio infinitamente grande ( percorso in senso antiorario, se le
altre linee sono percorse in senso orario). Riesce allora naturale classificare
le correnti irrotazionali piane nel modo seguente:

(a) correnti irrotazionali regolari per le quali é nullo i/ vartice all infinsto;

{b) correnti irrotazionali regolari, per le quali non € nutlo if vortice all in-
finito;

{c) correnti irrotazionali #on regolars, in seno alle quali vi sono vortici pun=
tiformi che costituiscono singolarita nel campo del moto.

Per le correnti del tipo (a) il potenziale cinetico € regolare al finito ed
uniforme all'infinito. I soli vortici presenti sono solo quelli distrubuiti sul
contorno A del profilo e la loro intensita complessiva deve essere nulla.

Le correnti traslatorie euleriane costituiscono un cospicuo esempio di
correnti del tipo (a). In esse il potenziale di velocita complesso & una
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funzione regotare e differisce da quello di una corrente traslatoria uniforme
per una funzione che si annulla all'infinito.

Per le correnti del tipo (b) il potenziale cinetico ¢ una funzione regolare
al finito ma non puo essere uniforme ail'infinito.

A questo tipo appartengono le correnti circolatorie e le correnti
traslocircolatorie. Per esse il potenziale complesso differisce da quello di
una corrente traslatoria uniforme per una funzione che diviene infinita
all'infinito.

Per le correnti del tipo (c) il potenziale complesso presenta singolarita
entro il campo occupato dalla corrente .

Esempi importanti di questo tipo sono dati dalle correnti ar moniche con
scia.
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AZIONI DINAMICHE SU SOLIDI.

§1.

Le azionsche una corrente fluida esercita sulla superficie o di un sohdo
immerso in essa sono caratterizzate da due vettort: il loro risultante ed
loro momento risultante rispetto ad un punto.

Se Pl e lo sforzo che 1l fluido
esercita in un punto P di un elemento
do di versore normale m orientalo
verso l'esterno del campo occupato
dal fluido, 1 due wvettori sopra
introdotti sono rispettivamente:

Ip(n) do e I (P-0) x p(, do.
g 34

In condizioni statiche, a parita di ogni altra condizione, essi valgono:
Ipon do e I(P—O) X pon do.

(14 g
Pertanto le azioni dinamiche provocate dal moto del fluido sono
caratterizzate dai due vettori:

R= [(0qpgn)do: My=  [(P-0) x (pggypen) do.
g g
Se si considera un solido S delimitato da ¢, in moto traslatorio in seno al
ftuido con velocita c, 1a componente di R secondo -c si chiama la resisrenza,

la componente normale a ¢ si dice forza deviairice. La portanza é una forza
deviatrice. [l momento M, si dice momento deviatore.

Consideriamo ora un solido in moto traslatorio uniforme con velocita ¢ in
seno ad un fluido infinitamente esteso ed in quiete all'infinito. Siano R ed
M, 1 veltor: caratteristici delle azioni dinamiche sul solido. Rispetto ad un
osservatore collegato col corpe e che gquindi si muove di moto Lrasiatorio
uniforme il solido risulta in quiete ed il fluido lo investe con una correnie
di velociia asintouca - ¢ Per il principio di relativita galileiana le azion
dinamiche valutate dall'osservatore in molo sono ancora caratterizzate da:
medesimi veltor: R ed M
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Consideriamo ora una corrente fluida che investe un ostacolo delimitato
da una superficie ¢ ed applichiamo il teorema della quantita di moto alla
massa fluida 1 esterna a ¢ e contenuta entro una superficie sferica Q dt
raggio d convenientemente grande. Sara:

" d
at J pvdr -
% U Q = Jt Fdr - Jopm} do - Lp(n) dQ

se F e la forza di massa per unita di
volume e P ¢é lo sforzo sull’'elemento

di superficie relativo alla direzione della normale n orientata verso
Vesternodit.

Col fluido in quiete, a parita di tutte le altre condizioni, si ha:

0= Ith— jpon do - Ipon do
¥ 4 a

e sottraendo membro a2 membro le due relazioni si ricava:

d

a f pvdt = - J(p(n,—pon) do - ](p(n)-pon) da .
T

4 0

Si ottiene cost:

d
Rz_dl J pvdt - R(Q)

T

Con analogo ragionamento, per il teorema del momento deile quantita di
moto deduciamo

M():_E% [ tP-0r - nvdr o MLt

v 1)
T
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Se il moto € tale che su O le azioni dinamiche sono nulle { ad esempio per
d - & , quando il fluido & in quiete all'infinito) si ricavano le formule
fondamentali che danno i vettori caratteristici delle azioni dinamiche
sull'ostacolo:

|

R-- tJ‘pvdt;
T

o

M0=-§EJ(P-O) X pvdr .

T

Per quanto abbiamo gia osservato, queste formule esprimono anche le
azioni dinamiche che si esercitano sulla superficie ¢ di un corpo che si
muove in seno ad un fluido infinitamente esteso, quando all'infinito, dove il
fluido é in quiete, vengono meno il risultante ed il momento risuftante delle
azioni dinamiche da questo esercitate. E' importante infine osservare che
vale I'identita:

d d
0 f pvdt = = f pvdr + I vp(v-n)dQ
T T fl
Infatti:

d dv d
i _[ pvdt = J—d‘{pdw Jva‘z {pdr) .
T
T T

d
Essendo ai {pd1) = 0 per il principio di conservazione della massa e

ricordando che:

dv v <
dt = It * Z th/h
h=l1
si ha:

3
d A’
dt I pvdt = J m pdt + { Z PVRV/pdt =
. J

h=1
T

T
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2 3 3
v ? opv,v) alpv,)
= - pdt+ dr - v dr =
J at aa oxh
T h=1 h=1
T T

= J(“pdﬂ IEPVhV“th' Jv div(pv) dt =
h-=1 S
fi+o

X o 2 g+ | vplv-n)do
fatpr fvat 1 vp(v- o

1)
T T

in quanto v-n su o € uguale a zero e, per la equazione di continuita,

9
div(pv)= - ap I1 risultato ottenuto conferma la identita cercata.

1

E' interessante osservare che l'integrale I vp(v-n)dQ ¢é il flusso di
11
quantita di moto uscente dalla superficie O, in quanto pv-ndQ é il flusso di

materia passante per l'elemento dQ e quindi vp(v-n)dQ & il flusso di
quantita di moto passante per lo stesso elemento.

Calcoliamo le azioni dinamiche che si esercitano su di un solido che si
muova in un gas perfetto di moto traslatorio rettilineo con velocita ¢
eventualmente variabile col tempo. I1 moto indotto sia regolare e si spenga
all'infinito. Questo movimento, come é tipico per i gas perfetti, sia
irrotazionale ed il gas si comporti come incomprimibile. Essendo divv = 0 (p
=cost.)erot v =0 (v = grad ¢) si ha:

R=~paf_fv dt = pdtjgradmdr ~pdtImn do

d ] d
Mg:'Pd‘Lka—())t\’vdr:— d-j (P-0) % gradg dt =
T T
=*Dijf0t[‘P0]dt=*p‘d‘J(P-O)x n do
dt o ¢ dt ¢ .
a

L'opera di Antonio Melis - Ristampa anastatica della produzione 1955-1999 [325]



94

Diciamo x; (i = 1, 2, 3) gli assi cartesiani di riferimento connessi al solido
e se la velocita c del solido e ad esempio diretta come ['asse X, il potenziale
cinetico ¢ ad essa relativo ¢ proporzionale alla componente ¢, di ¢ secondo

tale asse. Cio perche ¢ possiede le dimensioni di una velocita per una

lunghezza e se si assume ¢, come velocita caratteristica sara:

01X, Xy, X5, € ) = 0, (X, X5, X5),

essendo ml(xl, X, xs) il potenziale cinetico relativo al moto indotto quando

¢ € unitaria.

Se invece:

C =C!ll

+ Coly + Cuiy
potremo pensare il movimento scomposto in tre movimenti ed il potenziale
cinetico somma dei tre potenziali corrispondenti:

3
0- > oy
i1

con g, {i=1, 2, 3) funzioni armoniche nel campo 1 e perfeitamente

determinabili.
Si avra:
. 3
d dCi
R=-pdt Zciq)in do = - -d—t—Ipq)in do.
i=1 o
i=1

<

Introdotti i vettori:

m =p J 0,0 do

73

si puo allora scrivere:
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3
dc.
m, — --R.
dt
t=1
Per formale analogia con la seconda legge fondamentale della dinamica

del punto materiale i tre vettori m; (i=1, 2, 3) si puo dire che costituiscono

le cosidette masse apparent/dell’'ostacolo, dipendenti dalla forma di questo,
dalla densita del fluido e dal suo campo di moto.

§2.
Azioni dinamiche su di una superficie ¢ nei moti stazionari irrotazionali
i fluidi Cetti inco imibili.

Per definizione é:

R- I(p~po)n do M- J(P-O) x (p-pgy)n do.
-2 [+]
Si puo scrivere la relazione che traduce il teorema di Bernoulli durante il
moto;

%vz -U+ R_ cost.
p
da cui:
1
p = cost. + pU —Epv2.

In condizioni statiche:

pg = cost. + pU

e quindi:

Siricava:

P fvzndo Mﬂ=—%p I(P-O)xvzndo

¢

NSRS

4
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che esprimono le azioni dinamiche su di una generica superficie di {lusso o

70
(€8}

Formule di Blasius.

Le formule scritte nel §2 diventano particolarmente espressive nel caso
di un moto piano. in cui ¢ é sostituita da una linea di flusso.
Stano RX ed Ry le componenti secondo gli assi cartesiani nel piano del

moto della forza R per unita di altezza che si esercita su di una linea di
flusso A. Si ha evidentemente:

. . 1 . .
Rx1+lg,;=—§p IVZ (n, i+ n, j)ds
s

dove n  ed n, sono le due componenti
cartesiane del versore n normale a A nel

suo generico punto P. Poiché, come é
noto, se s & l'ascissa curvilinea su A il

A __, versore t della tangente é dato da:
0 X
dP dx_ dy.
LGP _dr by
ds ds ds
si ha:
dy. dx
D=4t gs !
e quindt:
. . I 2 . .
Rway]:—Ep veol- dy 1o+ dx §!
A
Essendo allora
. | 2 | 2
Rx=§p vEodv Ry=~é’p v dx
% ?L
mirodotta la variabile complessa z =y -1 v e ja velocita complessy w7
5 PAavremao
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R, +iR = -

RO |
o
P
€
€
[oR
[ 1}

Ma osserviamo che:
wdz - (v +iv)(dx -idy)-v dx+v dy +i(v dx-v, dy)
wdz«(vx—ivy)(dx+idy)= v, dx+ v dy +i(v, dy - v, dx).

Poiché 4 & una linea di flusso e quindi su di essa v, dy = %2 dx , su

risulta W dz = w dz per cui;
1
Ryfin= -5p &wz dz .

Questa formula da il risultante delle azioni dinamiche su di una linea di
flusso A mediante il calcolo, fungo tale linea, di un integrale rispetto alla

variabile complessa z della funzione w? di tale variabile.
SiaoraM = M, l'unica componente non nulla di M, , vettore ortogonale

al piano del moto. E', come si pud controflare con calcolo diretto:

1
M=——pJ(xn -yn)vzdz=—-l—pIvz(xdx+ydy)=
2 A y X 2 %

l
= -5 Real Iz w? dz.
*

Le formule ottenute:

pfwzdz
A

AN

R, «iR - -
1 2
M= -5p Real Izw‘ dz
A

2

sono le famose formule di Blasius che andavamo cercando.
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Si osservi che esse presuppongono che [a terna cartesiana di riferimento
sia destra e che il verso positivo di percorrenza deila linea A sia quello
indicato in figura. Si noti, in particolare, che percorrendo A nel verso
positivo si lascia il fluido sulla destra ed il solido alla sinistra.

§4.

Riassumiamo i risultati ottenuti nel § 3, in cui abbiamo ricavato le
formule che esprimono il risultante ed il momento risultante delle azioni

dinamiche che un fluido esercita su di un corpo delimitato dalla superficie
o.

Definizione.
R~ J(p(n)—pon) do; M- J(P-O) x (p(y)~Poht) do.

o 4

Queste formule valgono incondizionatamente.

d d
R--'a'{J;pvdt; Mﬂ--aft(P—O)xpvdt.

Pure queste formule wvalgono incondizionatamente per un fluido
indefinitamente esteso in seno al quale si muove un solido delimitato da
una superficie o e che resta in quiete all'infinito dove svaniscono le azioni
dinamiche.

d d
R*-pg{fcmn do Mg=—pazI(P—O)><qm do.

(o)

Sono conseguenza delle precedenti formule. con le ulteriori ipotesi che il
fluido sia incomprimibile, il moto indotto sia irrotazionale, il potenziale
cinetico g sia regolare esternamente a o.

3

dc.
SORE
fodt

i=t
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dedotta dalle precedenti quando il solido trasla con velocita cft) =

1 2 , L i 2
R=—2p J-v ndo;  My--5p J(PO)xvndo

€ v

sono dedotte dalle precedenti formule, con {'ulteriore ipotesi che il fluido sia
perfetto ed il moto indotto sia stazionario.

Le formule di Blasius:

pjwzdz; M=—%pRealIzw2dz
A A

B | e

R,+iR = -

sono conseguenza delle precedenti nel caso che il moto sia piano e la
superficie ¢ é rappresentata nel piano direttore lda una linea di flusso A.

§5.
11 paradosso di D'Alembert.

Esso, in evidente contraddizione con l'esperienza, afferma:

£ nullo If risuftante delfe azioni dinamiche che si esercitano su o un
solido che sf muove df moto trasfatorio uniforme in seno ad un fuido reale,
quando i molto indotto é regolare e sonc soddistaite fle condizions
asilolriche evleriane,

Per un corpo che si muova di moto traslatorio uniforme in seno ad un
fluido incomprimibile, quando il moto indotto é irrotazionale e regolare. il
risultato ¢ immediato. Infatti, poiché in tali ipotesi é:

3

dci
R=- mi—dt—,

i=1
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dc o
essendo ora qi - 0, si ricava:

Ad identico risultato si perviene calcolando il risultante delle azioni
dinamiche che si esercitano su di un ostacolo investito da una corrente
traslatoria stazionaria di un fluido comprimibile e viscoso, quando il moto,
perturbato dalla presenza dell'ostacolo, € regolare e la velocita del fluido,
per r — oo, tende al valore costante ¢ a meno di termini infinitesimi

delt'ordine di 1/r3.
Infatti, col solito significato dei simboli, e:

9
R--= [ pvdt- [ vipv-m)da - R(Q)
ot s a

con R(N) = J (p-py) mdO+ J q, d0.

11 a
Se supponiamo infinitamente grande il raggio r della sfera O e se

ricordiamo che su di essa v differisce da ¢ per termini che, per r — o0, si
annullano almeno come 1/r3, poiché a meno di termini cosifatti p-p; e p si

riducono alle costanti (p -pgleg € Poo, Si ha:

d
= f pvdt = 0 (per la stazionarieta del moto};
T

= f vipv-n)dQ =c¢ P o€ _[ ndQ =0 (perché I ndQ =0);

n 1] 1)
a n

J q dn-0

a

( perche q_ ¢ funzione lineare delle derivate
di v le quali, per r — 0, si annuilano su Q

almeno come 1/r4).
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Segue il risultato paradossale:

R -0

Pertanto, pur considerando la comprimibilita e la viscosita del fluido 1n
modo diretto attraverso le equazioni di Navier - Poisson, vale il paradosso
di D'Alembert. Per rimuoverio bisogna rinunciare o alla regolarita del moto
o alle condizioni asintotiche euleriane.

Data |'importanza del paradosso diamone la dimostrazione nel caso piano
nelle ipotesi in cui sono applicabili le formule di Blasius, anche allo scopo di
introdurre un tipo di considerazioni che verrano utilizzate nel seguito.

Consideriamo wna corrente (Iras/atorfa euvleriana il cut polenziale
complesso f(z) differisce per una funzione regolare nulla alinfinito dalla
funzione cz che definisce il moto traslatorio asintotico. Sia 2 1a linea di flusso
che costituisce il profilo investito dalla corrente. E*

R,+iR, - —%p!wz dz (w=§£}.

A
Q
Ma w2 é una funzione della variabile
complessa z regolare esternamente a
A:; se 0 & una circoferenza di raggio

sufficientemente grande che contiene
A nel suo interno, per il teorema di

Cauchy é:
e quindi:
R LR 1 J 2
¢ FIRG = fzp w*= dz.
o
Ner punt di 0 vale 1l seguente sviluppo in serie
a, a,

f ~ = —_
{lzv=cz+ 7+ 5+
AR

e quind:
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a, Z2a
! 2
wlz)=c- 5 -5 -
¢z
per cui:
2ca, a’
2_ 2 [
Wreem Tyt et
z b4

Non figurando nello sviluppo di w? un termine delfa forma b/z, il residuo
{nel senso di Cauchy) € nullo, ossia:

Cio ¢ evidente in quanto l'integrale esteso ad Q di w? & somma di f ¢t dz
a

h dz . .. L
e di integrali del tipo j dz conn: 2. Gli integrali indefiniti sono le

70
fi
1-n

che nel calcolo dell'integrale lungo Q vanno

AEn . ~h
funzioni uniformi ¢’z e 1 -
limitati fra un punto d'arrivo ed uno di partenza coincidenti.

Conformemente al paradosso di D'Alembert si ha:

§6.

La viscosita, fino ad ora trascurata, puo /mdirettamente, come abbiamo
gia detto, far cadere il paradosso se si pensa che, dovendo il fluido aderire
alle pareti, puo ivi provocare la formazione di vortici. Questi vortici possono
distaccarsi dalle pareti ed invadere il campo di moto nel fluido riguardato
ancora come perfetto.

Se ad esempio nel caso piano or ora esaminato supponiamo che vi sia un
punto di singolarita in z;, sempre per il teorema di Cauchy si avra:

IWQ dz - fwz dz - jwz dz.
A n w
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Se le condizioni asintotiche sono
ancora tali che il primo integrale e
nullo quando r — «@ | non e detlo
che sia nullo il secondo integrale

quando €0 . Se ad esempio nel
punto di affissa z;, vi € un vortice

puntiforme di intensita J la

velocita  complessa  wlz)  si

presentera come somma di una
funzione u(z) regolare per z = z,

dove assume il valore ug = ulzg) .

piu —l—f Quindi su w, 2 meno di termini infinitesimi, sara:
2niz-z,)
W=U, « —“L—.
0" 2mi(z-zy)
2 Ju
0
R J

"l T 4n?(z-z))? * nilz-zp)

Gli integrali indefiniti dei primi due addendi sono funzioni uniformi e
quindi gli integrali lungo la curva chiusa © sono nulli. L'integrale indefinito

J ug
del terzo addendo € —;{—T log (z - zo) che invece non é uniforme. Poiché su

W e:
IS {:
z-zp=¢e
sara:
2n
, { Jugdz Jug (e e®ide
w* dz = Mt - : T :2ju0
- i m‘z~zol st ) £ e
5] i
Pertanto
i [ 2
R, - 1R = 50l v dz= lpu

o

Venendo meno la regolarita. viene meno anche il paradosso
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[7:7)

7.

Senza singolarita nel campo del moto e con condizioni asintotiche
euleriane vige il paradosso di D'Alembert ed it risultante delle azioni
dinamiche che il ffuido esercita su di un ostacolo € nullo

Neppure la viscosila, direttamente considerata attraverso le equazioni di
Navier-Poisson .elude il paradosso. Per adeguare lo schema matematico ai
fenomeni aerodinamici tanto vale considerare l'aria, pochissimo Viscosa.
come fluido perfetto ma porre nel campo del moto delle singolarita.

[l caso piu semplice é quello in cui vortici sono distribuiti al contorno del
profilo, cosicché ['atto di moto € regolare in tutto il campo, anzi armonico,
mentre sul contorno si realizza 'adesione completa del fluido alla superficie
del solido.

Applichiamo questo schema alle correnti piane. Nel piano del moto
['ostacolo sia rappresentato da un profilo lambito da una corrente
stazionaria armonica. la quale si riduca all'infinito ad una traslazione
uniforme di velocita ¢ diretta come l'asse x.

Se i vortici distribuiti sul profilo hanno intensita complessiva nulla, €
nulio anche il vortice all'infinito, la corrente risulta trasiatoria euleriana e
sussiste ancora il paradosso di D'Alembert.

Non cosi se l'intensita complessiva dei vortici distribuiti sul profilo é ].

Se ad esempio il profilo & un cerchio
con centro nell'origine e raggio uguale
ad a, quando sul profilo siano
distribuiti tanti vortici di intensita
complessiva ] sappiamo che la
corrente é caratterizzata come segue:

La corrente considerata ¢ traslocircolatoria ed ha come circulazione [ = |
Nel caso di un profilo qualunque A basta operare un cambiamento di
variabile complessa

7 =721
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cosi che al piano della variabile complessa z =x + iy forato secondo il cerchio
di raggio unitario, corrisponda il piano della variabile complessa { =% +in,
forato secondo il profilo A ed al punto all'infinito del piano delle z
corrisponda il punto all'infinito del piano delle .

Si ha cosi:

R(t) - f[(0)] - ¢ (z(t;) : Z(IC)] . 5'7%!03 2(t)
dF df dz
Wm’dg‘dz dt

E' questa la corrente traslocircolatoria che investe il profilo A.

In questa corrente i vortici distribuiti sul contorno hanno ancora
intensita complessiva ] e quindi la circolazione & ancora I = J, ma la velocita

asintotica della corrente é data dal numero complesso:

P IO N
2(¢))  2niz() | dt

: dz
Woo = fim W =c lim

Constatiamo subito che le correnti traslocircolatorie non verificano le
condizioni asintotiche euleriane. Infatti all'infinito f(z) non differisce da cz
per una funzione regolare e cosi pure w nan differisce da ¢ per una
funzione che si annulla all'infinito almeno come 1/r%. All'infinito si sente
cosi la presenza del profilo e ci¢ € dovuto al fatto che all'infinito si sono
rifugiati i vortici che si sono generati insieme a quelli che si trovano sul
profilo, per una intensita complessiva eguale a - J.

§8.
Il teorema di Kutta - Joukowsky.

Per la prima delle formule di Blasius si ha, sul cerchio:

Z J 4n%z2  miz nigd|

rro i 2\ 2
R*iR=‘%J{C2{I+£ gE“i__L_+El_%ile=
Yy X

A
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in quanto tutti gli altri integrali indefiniti sono funzioni uniformi e calcolati
lungo una linea chiusa danno contributo nullo. Daltra parte, sulla
circonferenza di raggio a si ha:

z=aei9, dz=aiei9d8,
e quindi:
2n
, p cJaie!” de
R +iR, --% - = -pc}.
yoox 2 niae®
0

Come si vede il risultante delle azioni dinamiche non € nullo. Si ha:
R -0 Ry = -pc].

Questo risultato costituisce il teorema di Kutta - jJoukowsky per un

profilo di forma circolare.

Essendo R =0, ¢ nulla la componente secondo la direzione della

velocita asintotica della corrente. £ dungue nulia /a resistenza.

Essendo Ry = -pc] non é mvece nulla /a forza devialrice Se la velocita
asintotica € orizzontale ed il piano del moto & verticale, a questa
corrisponde una porianza La componente secondo la verticale orientata
verso l'alto, la portanza, € positiva se la circolazione é oraria (I' = ] < 0),
negativa se la circolazione ¢ antioraria (I = ] » Q).

Il teorema di Kutta - Joukowsky si puo estendere ad un generico profilo y
passando, con una trasformazione conforme, dal piano delle z forato
secondo il cerchio A di raggio unitario a quello delle ¢ forato secondoy . Sara:
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22(¢))  2miz(t)
dz
od anche, essendo EE dg¢ = dz,
.t AT I G
Ry+iRy=-5p J [C [1 - ZZJ + Zniz} dgdz'

Con un calcolo analogo a quello gia visto, tenendo conto della regolarita
: dz . .
della funzione d—g , i ricava:

Ry+iR; =-p W]
che ¢ identica alla formula relativa al profilo circolare ed estende ad un
generico profilo il teorema di Kutta - Joukowsky. Esso si pud quindi
enunciare cosi:

M risultante delle azions dinamiche in una corrente trasfocircolatoria che
nveste un ostacolo € unzzione deviatrice perpendicolire alla direzione
asinlotfca della corrente, nel verso ottenuto rotando questa di un angolo
retto nel senso opposto alla circofazione, ed m modulo uguale al prodorio
della densiti del Hluido per i/ moduli dells velocits asintotica e della
cireolazione.,

Ci si puo rendere conto qualitativamente in modo intuitivo della validita
del teorema osservando che la dove [a corrente trasiatoria e circolatoria
sono concordi la velocita del fluido & maggiore che dove esse sono discordi:
nella prima regione la pressione € quindi minore che nella seconda e da cio
una azione deviatrice,

(/7]

9.
Corrente traslocircolatoria generata da un'ala di apertura infinita.

Per generare una corrente traslocircolatoria attorno ad un profilo
circolare basta farfo ruotare attorno al suo centro mentre lo investe una
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corrente traslatoria. Un processo del tutto diverso avviene quando si genera
una corrente traslocircolatoria attorno ad un profilo alare.

Un'ala d'apertura infinita € rappresentata nel pirano direttore del moto
(verticale) da un profilo allungato y. il quale presenta un punto P, angoloso
all'estremita posteriore, che rappresenta il Jembo duscia wmentre ¢
arrotondato all'estremita anteriore. che rappresenta il /embo dentrala

Nel piano del moto §{ = & + i n sia W({) la velocita complessa di una
corrente traslatoria che investe l'ala, con velocita asintotica complessa W,
Questa corrente traslatoria € ottenuta dalla corrente euleriana che investe il
cerchio A di raggio unitario, nel piano della variabile complessa z=x+iy.con la
trasformazione conforme :

z=2(t)

che muta il piano forato secondo il cerchio A nel piano della ¢ forato secondo
il profilo y, mentre per z —» & ¢ { — o e risulta:

N
jon
vt N

dz
We =lim W =¢ hm -

(e —)ec dy

fra le linee di fiusso che nvestono v vi e 1l filone che provenendo
dall infinito a monte. incontra il profiio v nel punto dr prora A dove ia
velocita st annulla. Qui il filone si suddivide 1n due parti una segue 1! Jorso
del profiio sino al punio® of poppa dove la velocita st annuila. altra segue
it vepire dellala fino a2 P e poi monta sul dorso fino a B Da B 1 tione

nrosaays aitinfinito 2 valls
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Nel punto _ahgoloso Pu la rappresentazione conforme non e regolare e
dz/dt diviene infinita. In Py la velocita tangenziale V ¢ infinita e poiche.
come sappiamo, essa da la densita | vorticosa, in P, si puo formare un
vortice puntiforme di intensita finita - JO.

Ricordiamo ora che in un fluido perfetto, sotto [azione di forze

conservative, ['intensitd complessiva dei vortici deve mantenersi nulla, se
tale era all'inizio del moto. Ne segue che se in P0 si forma un vortice di

intensita -], nei punti di y devono formarsi dei vortici distribuiti con
continuita, di intensita complessiva J;. 1l vortice in P; non e stabile e
trascinato dalla corrente, si stacca dal profilo. La corrente si modifica

profondamente e diviene non stazionaria. In un generico istante t vi sono in
seno ad essa i vortici mobili che antecedentemente si sono staccati da Py

per una intensita complessiva - J(t) e vi sono i vortici rimasti sul profilo,

per una intensita complessiva J(t). Il punto di prora A e quello di poppa B
cambiano posizione su y e B si avvicina a Py,

Quando B = P0 la corrente diviene stazionaria: da P, non si staccano piu
vortici, perché il punto B di poppa é in Py, cosi che in questo punto la

velocita non € piu infinita; i vortici precedentemente distaccatisi dal profilo

si sono ormai allontanati indefinitamente. Resta su y una distribuzione

continua di vortici di inensitd complessiva data da Pm J(t) e quindi la
e —poo

corrente a regime € traslocircolatoria con circolazione:

T =lim J(t).
[

In questa corrente traslocircolatoria la poppa B deve cadere in PO e Cio

determina univocamente T.
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Infatti la corrente traslocircolatoria di regime che investe il profilo y €
quelia alla quale si perviene applicando la stessa trasformazione conforme
prima considerata, partendo pero dalla corrente traslocircolatoria che
investe il profilo A. St ha:

/ \ r
—clt - Al
wiz) CLI 2] 2nmiz
per cui risulta:
(PRI
. z
W)= [ c k1 - 2()) ’ 2niz(¢) | dt

[l

Detta ¢, laffissa di Py e detta z,
corrispondente su A , deve risultare w(z,)

. ... dz -
finita benché lim -7 =9 . Sjitrae:

d
t”CQ ¢
2
a r
C(l ) 12)+2ﬂi2 =0
0 0

z(t,) laffissa del punto B
0 affinché W(to) si mantenga

[}

ossia:

T

1
T
z

0 B — .
0 2nic

Poiche B & sul cerchio di raggio unitario sara, detta 6, ['anomalia di B,

i6 .
zy-e e quindi la formula precedente porge:

da cul:

[ = 4nc sineo .
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In conclusione un'ala trasforma una corrente traslatoria che la investe in
una corrente traslocircolatoria, avente la medesima velocita asintotica W,

ed avente circolazione I data dalla formula ottenuta .
Se al posto di ¢ si pone il valore dato da :

Fo e

da cui
. dg
r Ve fin g

si ottiene per I':

, . dg
: T =4nsing; Wo, Zlﬂ dz

L'ala pertanto subira delle azioni dinamiche, per unita di apertura alare,
il cui risultante R & dato dal teorema di Kutta- Joukowsk;j:

~

. . . dg
RZ*IRI =-pW°°r=—4nsm90pW°°2%_1£E-

R, come avviene in generale, ¢ orientato normalmente alla velociti
asintotica della corrente.

Ecco spiegato come su di un'ala si eserciti una portanza, come cioé un'ala
possa adempiere il suo ufficio essenziale.

§10
Scie.

Una distribuzione di vortici al contorno di un profilo investito da una
corrente basta a giustificare la portanza.

Per giustificare la resistenza
basta distribuire vortici entro il

fluida a valle del solido. Il piu
semplice schema e quello di
Helmhotz: una scia d'aria

turbolenta, mediamente in quiete,
si trova a valle dell'ostacolo inve=
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stito dalla corrente. L arza moria della scia é separata dall' ar7z v/va da una
superficie di discontinuita, cioé da uno strato vorticoso. Grazie alla
singolarita costituita da questo strato si manifesta una resistenza che, si
dimostra, &€ proporzionale al quadrato della velocita asintotica della
corrente.

Un'altra  scia che i
presenta comunemente ¢
quella di von Karman, formata
da due schiere alternate di
vortici.

La resistenza che ne risulta € ancora proporzionale al quadrato della
velocita asintotica della corrente ed alla distanza h fra le due schiere.

§11.
Strato limite.

If giuoco delle singolaritd ha consentito di eludere il paradosso di
D'Alembert. Ma dove si formano e come si formano i vortici (rappresentati
matematicamente con singolarita) destinati a formare le scie? In un sottile
strato aderente alle pareti, dove l'aria non pué essere considerata come un
fluido perfetto ma un fluido viscoso, e dove possono quindi formarsi e
distruggersi vortici.

E' questo /o strato limite, 1a cui teoria fu istituita da Prandtl.

Lo strato limite, con la sua viscosita, & direfrtamente responsabile della
resistenza d'attrito; con i vortici che vi si formano e che si distaccano,
popolando la scia, & indireftamente responsabile della resistenza di scia.
Facendo si che i punti di distacco distino poco fra loro, poco discoste
risultano le due schiere alternate di vortici nella scia di von Karman, piccola
risulta quindi la resistenza e puona /a penetrazione.

Vediamo ora di scrivere, almeno in un caso mollo semplice. le equazion;
differenziali che reggono il moto del fluido nello strato Limite.

Ricordiamo che le equazioni adimensionali per 1 fluidi viscosi.
trascurando le forze esterne di massa, sono:
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3
oV v : 1 (A 1 d div v\
- — = - + | i a
8] 3t V‘ % gra p Re \ v 3 gr 1 j
k. 1=1
3p P Vo kg
7o+ div = R, =
5 - (pv) = 0 ( . L )
&f(D‘ P) = 0
v Consideriamo una corrente piana
» stazionaria di un fluido incom-=
tto o . .
c=1 Lt primibile che lambisce una lamina.
) Nel piano xy di moto la lamina &
. Viscoso .
o 3 , rappresentata dal segmento di asse x

I X che va dal punto di ascissa 0 al punto
di ascissa 1.

Esiste uno straterello aderente alla lamina dove il fluido deve riguardarsi
come viscoso, mentre esternamente a tale strato il fluido si pud considerare
perfetto, in moto traslatorio uniforme con velocita adimensionale uguale ad
1. Nel piano xy del moto le equazioni entro lo strato limite sono, dette u e v

le componenti cartesiane della velocitd e ponendo uguale ad 1 la densita
adimensionale p:

du du ap 1 [(*u %
u;‘;+vg=—é‘;+R—e[;+a—y—2]
<u0_V+V§X=_"_P_+_L(fX*"2V]

0x oy Iy R, \6X2 ay?
uo |
lox “ox "0

Se § € lo spessore dello strato limite in un generico punto della lamina ed
£ = &8/1 e lo spessore adimensionale. ¢ deve riguardarsi come una quantita
infinitesima.

Esaminiamo i vari ordini di grandezza dei termini che compaiono nelle
equazioni del moto:

u, come la velocita della corrente fuori dello strato limite. e dell'ordine

o ) du d%u du 1 3%u | v v
delf'unita, e cosipure —e — 5 ; =~ . 5= 5V E€COSI pure ——e —, =€ ;
9% 9x- dY € gve = oX  9x*
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av  a%v | ap , ‘ A ,
—=~1;—5=—; 7~ [, come la pressione adimensionale del {luido perfetto a
Y dy® €%
cui deve raccordarsi al confine dello strato limite.
Tenendo conto di questi ordini di grandezza, la prima delle equazioni
mostra che ﬁl" deve risultare dell'ordine di €2, cioé ¢ dell'ordine di 1/\}Ee, Se
[ ]

ad esempio ¢ & dell'ordine dei m/sec, | dell'ordine dei metri, poiché nell'aria
k/p, € dellordine di 1073 m?/sec R~ 10 5¢~1/ 7107 . Ne segue che lo
spessore vero dello strato limite é dell'ordine dei millimetri.

Trascurando nelle equazioni del moto i termini infinitesimi di fronte ai
termini finiti, queste si riducono a :

ou ou ap 1a2u
ug*»vg-—g;*ﬁ;;;
-(0=_a_p.
ay
u v
lx "m0

Poiché p = p(x), le equazioni scritte assumono la forma definitiva:

du du  op 1 o
L L
Y Iy o R, gy
ou v
— + T =
9X )¢

dove p deve riguardarsi come funzione nota di x, perché si eguaglia tale
pressione adimensionale a quella che si manifesta ne! fluido perfetto
esternamente allo strato limite, quando ci si avvicina indefinitamente alla
lamina.

Qsservazione.
Consideriamo il vettore 2 @ = rot v . Esso in questo caso € caratterizzato

dall'unico scalare:

2 dv  du
W="-".
X Y
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Poiché — =~ ¢ e — =~ 1/ sara:
)4 Y

_Zw:a*;;A

Entro lo strato limite vi sono vortici di grande intensita appunto perché w
¢ dell'ordine di 1/¢. Cio si accorda con quanto abbiamo visto in precedenza,
dove lo strato limite era addirittura sostituito da uno straterello di spessore
infinitesimo in cui peré w era infinitamente grande.

Per determinare il moto nello strato limite bisogna integrare le equazioni
indefinite ponendo le condizioni al contorno.
Poiché il fluido deve aderire completamente alla lamina si ha:

pery=0 u=0;v=0.
Al confine tra strato limite e regione occupata dal fluido perfetto vi deve

essere raccordo sia delle velocita che degli sforzi per cui, se Viv, ¢ la
velocita adimensionale nel fluido perfetto quandoy — 0 :

u = Vv,
pery=¢ u 9
by " ay (V/vy)

Quando si conosca € = €(x), le ultime relazioni scritte costituiscono due
condizioni assegnate. Quando non si conosca ¢ = £(x), una di esse puo servire
a calcolare questa funzione che da in ogni punto della lamina lo spessore
dello strato limite. Ma ci fermiamo qui. senza approfondire questi ulteriori
aspetti del problema.
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